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BOLUM 10

TAHMIN TEORISI

Daha once tamsayim, 6rnek, ornekleme ve parametre kavramlarindan soze-
dilmisti. Hem kisaca sayim olarak adlandirilan tam sayim, hem de drnekleme ile
ulasilmak istenen, anakiitle parametrelerinin degerlerinin belirlenmesidir. Tam sayim
so6zkonusu oldugunda elde edilen degerler anakiitle parametrelerinin gercek degerle-
ridir. Burada ancak 6l¢gme, degerlendirme, islem hatalar1 gibi hatalar yapilmis olabi-
lecegi diisiiniilebilir. Anakiitle parametrelerinin degerlerinin 6rnekleme ile belirlen-
mesi s6zkonusu oldugunda tahmin olayi ile karsilagilmaktadir.

Anakiitle parametresi i¢in drnekten bir tek deger tahmin edilmesi, nokta tahmini
olarak adlandirilmaktadir. Daha sonra sdzedilecegi gibi bu tahmin drnekleme hatasi ige-
rebilir. Belirlenen bir olasilikla drnekleme hatasinin boyutlari tahmin edilebilir ki, bu
aralik tahminidir. Burada 6nce nokta tahmini, daha sonra ise aralik tahmini agiklanacaktir.

10.1. TAHMIN VE TAHMINCIi

Birim sayist N olan bir anakiitleden birim sayist n olan farkli 6rnekler alinabi-
lir. Segilebilecek farkli drnek sayisi, N ve n’in sayisal biiylikligii yaninda drnegi
olusturacak birimlerin se¢iminin iadeli veya iadesiz olarak yapilmasina da baglhdir.
Diizenlenebilecek farkli 6rnek sayisini k ile ifade edersek, iadeli segim igin,

k=N"
ve iadesiz se¢im igin,
k=C}
olacaktir.

Anakiitle parametresinin belirlenmesi i¢in uygulamada bu 6rneklerden biri se-
cilecektir. Secilebilecek bu drneklerden bazilarinin parametrelerinin degeri anakiitle



294  Temel Istatistik

parametresine esit, bazilarmin ki anakiitle parametresinden kiiciik ve bazilarinin ki
anakiitle parametresinden biiyiik olacaktir. Bu nedenle 6rnekleme s6z konusu oldu-
gunda anakiitle parametresinin 6rnekten tahmin edilmesi gerekmektedir. Anakiitlenin

ornekten tahmin edilen parametresi “Ornek istatistigi” veya kisaca “istatistik” olarak
adlandirilmaktadir.

Olaya mantiksal olarak bakilirsa, 6rnek birim sayisinin artmasi ile daha dogru
tahminlerin yapilmasi beklenecektir. Ornek birim sayisinin anakiitle birim sayisina
orani “Ornekleme oran1” olarak adlandirilir.

Ornekleme Orani = %

Ornekleme oraninin artmasi yani 1’e dogru yaklasmasi durumunda yapilacak
tahminlerin daha dogru olmasi miimkiin olabilir.

Daha dogru tahminler elde edilmesi anakiitle birimlerinin homojenligi ile de
ilgilidir. Homojenlik birimlerin degerlerinin birbirine yakmnligini ifade etmektedir.
Anakiitle ne kadar homojense, anakiitleyi olusturan birimlerin degerleri birbirine ne
kadar yakinsa, yapilacak tahmin gercege o kadar yakin olacaktir.

Tahminin dogrulugu, tahminde kullanilacak formiile de bagldir. Burada ce-
vabi aragtirilmasi gerekli soru en dogru tahminin hangi formiille yapilmasi gerektigi-
dir. En iyi sonucu anakiitle parametresini hesapladigimiz formiiliin mii yoksa farkli
bir formiiliin mii verecegi belirlenmelidir. Ornegin, anakiitle ortalamasi veya varyansi
daha once verilen ve anakiitle i¢in kullanilan formiillerle mi, yoksa farkli formiillerle
mi tahmin edilirse, daha dogru sonug elde edilir. Diger bir ifade ile anakiitle ortala-
masl ve varyansi ornek ortalamasi ve varyansina esit olarak mi tahmin edilecektir.

Anakiitle parametrelerinin tahmini i¢in kullanilan formiillere tahminci ad1 ve-
rilmektedir. Yukarida s6z ettigimiz sorularin cevaplari, ancak tahmincilerin 6zellikle-
rinin belirlenmesi ve tahmincilerde bu 6zelliklerin aranmasi ile agiklik kazanacaktir.
Tahmincinin 6zellikleri daha sonra incelenecektir.

10.2. ORNEKLEME DAGILIMI VE STANDART HATA

Aciklandig1 gibi N birimli bir anakiitleden n birimli k sayida 6rnek diizenlene-
bilmektedir. Alinacak 6rnek ile tahmin edilecek anakiitle parametresi 0; kullanilacak

tahminci 0 ise, segilecek ornege bagli olarak k adet farkli tahmin yapilabilecektir.

Ornek No Tahmin
1 0,
2 0,
3 0,
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0 ’lerin beklenen degeri anakiitle parametre 0’nin gercek degerine esit olacaktir.

E©0)=6

0 ’lerin standart sapmasi ise standart hata olarak adlandirilir. 0 *lerin varyan-
st,

Var(0) = E[0 - E(0)]

olacagindan, bunun karekokii standart hataya esittir. Ornegin, 6rnek ortalamasi icin
standart hata,

Var(X) = E(X — p)*

ifadesinin karekokudiir.

10.3. SAPMA, ORNEKLEME HATASI VE ORTALAMA
HATA KARE

Anakiitle parametresi 0 ile § ’lerin beklenen degeri birbirine esit olmayabilir.
Bu durumda aradaki fark sapma olarak adlandirilir.

Sapma:E(é )-6

Ornekleme hatasi ise sapmadan farkli bir kavramdir ve tahminci ile anakiitle

parametresinin gergek degeri arasindaki farktir.

Ornekleme Hatasi = 0 - 0

Daha dnce bir anakiitleden diizenlenebilecek k sayidaki farkli 6rneklerin bazi-

larnda 6 = 0, bazilarinda 0 < 0, bazilarinda 0 >0 olabileceginden sozetmistik.

Ornekleme 0’y1 belirlemek igin yapildigindan uygulamada © bilinmeyecektir. Bu
nedenle ornekleme hatasi da kesin olarak belirlenemeyecektir. Ancak 6rnekleme
hatasinin biiyiikliigii belirlenecek bir olasilikla tahmin edilebilecektir.

Acikladigimiz gibi farkli 6rneklerden tahmin edilecek 6 *ler bir dagilim olus-
tururlar. Bu dagilim i¢in varyansa benzer bir 6l¢ii kullanilmaktadir. Ortalama hata

kare olarak adlandirilan bu 6l¢ii, 0 *ler ile 0 arasmndaki farklarin karelerinin beklenen
degeridir. Bu tanima gore ortalama hata kare,

OHK(0)=E(0-0)
olarak ifade edilir. Bu ifadeye + E(é ) eklenerek aciklanirsa,

OHK( 0 ) =E[0 — E(©)]> +[E(6) - 0]
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bulunur. Esitligin sag tarafindaki ilk ifade § *in varyansina, ikinci ifade ise sapmanin
karesine esittir.

OHK(§ ) = Var(0 )*+(sapma)?

Goriildiigl gibi ortalama hata kare varyansa benzer, fakat farkli bir kavramdir.
Varyans aritmetik ortalama etrafindaki dagilimin, ortalama hata kare ise, anakiitle
parametresinin gercek degeri etrafindaki dagilimin Sl¢iisiidiir. Ancak sapmanin sifir
olmasi durumunda,

Var(6)=OHK(8)

olacaktir.

10.4. TAHMINCININ OZELLIKLERIi

Anakiitle parametresi 0’nin tahmini i¢in alinacak n birimli 6rnekten farkli
tahminciler kullanilarak farkli tahminler yapilabilir. Burada 6nemli olan en iyi sonu-
cu verecek tahmincinin kullanilmasidir.

En iyi tahmini saglayacak tahmincinin bazi 6zellikleri tagimas1 gerekmektedir.
Bu ozellikler sunlardir.

-Sapmasizlik
-Etkinlik
-Tutarlilik
-Yeterlilik

Sirasi ile bu ozellikleri agiklayalim.
10.4.1. Sapmasizhik

Sapma 0 *in beklenen degeri ile O arasindaki fark olarak tanimlanmigti. Buna

géreé ’in 0’nin sapmasiz tahmincisi olabilmesi igin E(é ) ile © arasindaki fark sifir
olmalidir. Diger bir ifade ile,

E(6)=0

olmalidir. 0 *in beklenen degeri alindiginda sonug 6, ise, 0 6’nin sapmasiz tahminci-
sidir.
ORNEK: Anakiitle ortalamasi w’niin tahmini igin érnek ortalamasi X kulla-

nildiginda, X *min p’niin sapmasiz tahmincisi olup olmadigini inceleyelim.
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)? — =l
n

oldugundan, X ’nin beklenen degeri alinacaktir. Eger X *nin beklenen degeri p’ye
esit ise, 0rnek ortalamasinin anakiitle ortalamasinin sapmasiz tahmincisi oldugunu
sOyleyebiliriz. Aksi halde anakiitle ortalamasini tahmin etmek icin farkli tahminciler
veya farkli formiiller kullanilacaktir.

n

X.
_ A l 1 n 1 n
E(X)=E| = =—F X |=— E(X.
-5 T |- [z } LS e,

1
n
Ornek ortalamasi anakiitle ortalamasinin sapmasiz tahmincisidir.

10.4.2. Etkinlik

Anakiitlenin bilinmeyen bir parametresinin tahmini i¢in birden fazla sapmasiz
tahminci belirlenebilir. Bu durumda, bu tahmincilerden hangisinin kullanilmasi ile
daha iyi tahmin yapilabilecegini belirlemek icin tahmincilerin varyanslar1 belirlenir.
Kisaca etkinlik, sapmasiz tahmincilerin varyanslari ile ilgili bir kavramdir.

Bilindigi gibi, birden fazla serinin ortalamalar1 birbirine yakin veya esitse da-
gilimlarin birbirinden farkini ortaya koymak icin bazi dl¢iiler hesaplanir. Bu 6lciiler-
den en ¢ok kullanilani ise varyans veya bunun karekokil olan standart sapmadir.
Varyans1 ve standart sapmasi kiiciik olan seride aritmetik ortalama etrafinda daha
yogun bir dagilim oldugu anlasilir. Yani, varyansi kiigiik olan seride seri birimleri,
varyansi bilyiik olan seriye gére aritmetik ortalamaya daha yakim bir dagilim goster-
mislerdir. Varyans ve standart sapma tek basina hesaplandiginda fazla bir anlam
ifade etmeyip, ancak baska varyans veya standart sapmalar ile karsilastirildiginda
anlam kazanmaktadir. Kisaca varyans nisbi bir 6l¢tidiir.

Etkinlik kavramu ile ilgili olarak varyans ve standart sapma ile ilgili agiklama-
larimiza benzer bir aciklama yapabiliriz. Burada konumuz anakiitle parametresinin
gercek degerine daha yakin tahminler elde etmek olduguna goére, bunun 6lgiisii daha
once aciklanan ortalama hata karedir. Birden fazla sapmasiz tahminci sézkonusu
oldugunda, bunlardan ortalama hata karesi kiiciik olan tahminci anakiitle parametre-
sinin gergek degeri etrafinda daha yogun bir dagilim gosterdiginden, bu tahmincinin
tercih edilmesi gerekmektedir. Ortalama hata karenin varyans ile sapmanin karesi
toplamina esit oldugu hatirlanirsa, sapmasiz tahminciler sézkonusu oldugundan orta-
lama hata kareler varyanslara esit olacaktir. bu nedenle varyansi kii¢iik olan tahmin-
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cinin tercih edilmesi ile ortalama hata karesi kiigiik olan tahminci tercih edilmis ola-
caktir.

Yaptigimiz bu agiklamalar etkinlik i¢in iki sart aranmasi gerektigini ortaya
koymaktadir.

1) 0 , 0’nin sapmasiz tahmincisi ise,
2) Var(0)< Var(0 ) ise

é, 0’nin etkin tahmincisidir. Burada é, anakiitle parametresi 0’nin 0 ’ten
farkl1 diger sapmasiz tahmincilerini ifade etmektedir.

Etkinlik ile ilgili olarak buraya kadar yapilan agiklamalar, etkinligin nisbi bir
kavram oldugunu ortaya koymaktadir. Ancak birden fazla sapmasiz tahminci olmasi
durumunda etkinlikten sdzedilebilir ve varyansi kiiglik olan tahmincinin daha etkin
oldugu soylenir.

ORNEK: Anakiitle ortalamasinin tahmini i¢in drnek aritmetik ortalamasi ve
ornek medyaninin kullanildigini diisiinelim. Her ikisi de anakiitle ortalamasinin sap-
masiz tahmincisidir. Ornek ortalamalarinin dagiliminin varyansinin,

2

Var(X) = g
n

oldugu daha 6nce gosterilmisti. Benzer sekilde 6rnek medyanlarinin 6rnekleme dagi-
Iimlarinin varyansi,

2
o

Var(M ) =
(M,) o

olarak elde edilir. Bu tahmincilerden daha kii¢lik varyansa sahip olan daha etkin
olacagindan varyanslarin karsilastirilmas: gerekecektir.

Var(M,) = Var()?)%
oldugundan Var(X) < Var(M ,) dir ve X daha etkin tahmincidir.

10.4.3. Tutarhhk
a kiictik bir say1 olsun. Eger n— oo igin,
PQé SUE a)>1

ise 0 , 0’nin tutarli tahmincisidir. Burada ifade edilen 6rnek birim sayisinin artmasi

ile 0 ile 0 arasinda varoldugunu kabul ettigimiz kiigiik farkin azalmasi olasiligimin
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bire yaklasmasidir. Eger 6rnek birim sayisinin artmasi ile tahminci ile anakiitle pa-
rametreleri birbirine yaklasiyorsa tahminci tutarlidir.

Ornek birim sayisinin artmast durumunda sapma ile érnekleme dagilimiin
varyanst kii¢iilecektir. Boylece hata kare kiiciilmiis olacaktir. Eger n— oo ise ortala-
ma hata kare sifira esit olacaktir.

lim, ., OHK(6) =0

Tahmincinin ortalama hata karesinin n sonsuza giderken limiti alinirsa, sonu-
cun sifir ¢ikmasi tahmincinin tutarli oldugunu gosterecektir. Fakat n sonsuza gider-
ken ortalama hata karesinin limiti sifira esit olmayan tutarli tahminciler de bulunabi-
lir. Bu nedenle ortalama hata karenin n sonsuza giderken limitinin sifir olmasi tah-
mincinin tutarlt oldugunu gosterirse de, limitin sifirdan farkli olmasi tahmincinin
tutarsiz oldugunu gostermeyecektir.

10.4.4. Yeterlilik

Anakiitle parametresi 6’nin degerinin tahmini i¢in kullanilan tahminci 0, or-
nekteki bilgilerin tiimiini kullaniyorsa, yeterli tahmincidir. Bu 6zellige gore 6rnek
anakiitle ile ilgili bilgiler tasimaktadir. Bu bilgiler rnek birimlerinde veya bunlarin
biitiiniin de bulunmaktadir. Tiim &rnek birimlerini kullanmayan tahminciler yeterli
degildir. Ornegin anakiitle ortalamasi p’nin tahmini igin tahminci olarak drnek orta-

lamasi X , ornek modu ve drnek medyan1 kullanilacak olsun. Ornegin tiim birimleri

kullanildig1 i¢in 6rnek ortalamasi X yeterli tahmincidir. Fakat ayn1 tahmin igin
ornegin tiim birimleri kullanilmadan hesaplanan mod veya medyan yeterli olmayan
tahmincidir.

10.5. TAHMIN YONTEMLERI

Buraya kadar iyi bir tahmincinin tagimasi gerekli 6zellikler incelenmistir. Ay-
rica, verilen Orneklerle de tahmin formiilleri herhangi bir yontemle elde edilmeyip
rastgele verilmigtir. Uygulamada farkli tahmin problemleri ile karsilagilacak ve tah-
minci olarak yazilabilecek pek ¢ok formiiliin s6zkonusu 6zellikleri tastyip tasimadi-
gin1 incelemek de ¢ok zor olacaktir.

Tahmincilerin veya tahmin formiillerinin belirlenmesi i¢in tahmin yontemleri
ad1 verilen yontemlerden yararlanilir. Bu yontemler daha 6nce s6z edilen 6zellikleri
veya bu 6zelliklerden bazilarini tagiyan tahmincilerin belirlenmesini saglamaktadir.

10.5.1. Momentler Yontemi

Adindan da anlagilacagi gibi bu yontemde tahminciler momentler yardimi ile
belirlenir. Ornegin anakiitle aritmetik ortalamasi tahmin edilecek ise drnegin orjine
gore birinci momenti tahminci olarak kullanilir.
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Aym sekilde anakiitle varyansi tahmin edilecekse Ornegin ortalamaya gore
ikinci momenti tahminci olarak kullanilir.

ZH:(X,' _)?)2

_ 2
m,

o
n

Momentler yontemi ile elde edilen tahminciler genellikle tutarli tahminciler-
dir. Fakat bazilar1 bazi o6zellikleri tasimazlar. Karsilasilan her olayda momentler
belirlenemeyeceginden bu durumda kullanilamazlar.

10.5.2. En Kiiciik Kareler Yontemi

Yontem, farklarin kareleri toplaminin minimize edilmesi esasina dayanir. Or-
negin, bir X tesadiifi degiskeninin r. momentinin hesaplanacagini diisiinelim. Burada
r=0,1,2,3,..... degerini alacaktir.

E(X")=m,
m’nin en kii¢iik kareler tahmincisini elde etmek i¢in degiskenlerin r. kuvvetleri

ile m, farklarinin kareleri toplami alinacak ve bu farklarin kareleri toplami minimize
edilecektir.

T= Zn:(X;‘ -m,)’
i=1

Aritmetik ortalama orjine gore birinci momenti olduguna gore aritmetik orta-
lamanin tahmincisi i¢in,

T:i(xi _ml)z
i=l

minimize edilecektir. m; anakiitle ortalamasi olduguna gore m; yerine p kullanirsak,
minimize edilecek toplam,

T =Zn:(X,. —u)?

olacaktir. Minimizasyon igin T ’nin p’ye gore birinci tiirevinin alinip sifira esitlenme-
si gerekecektir. Elde edilen sonucun minimum veya maksimum oldugunun belirlen-
mesi i¢in ise ikinci tlirevin isaretine bakilacaktir.
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Aritmetik ortalama igin birinci tiirevi alip sifira esitlersek,

= 20X, = (D)
H o

= 2(X, - )(-1)=0

goriildiigi gibi tahmin oldugunu belirtmek i¢in sifira esitlendiginde p yerine 4 sem-
bolii kullanilmstir.

—2_2"](Xi—ﬁ)=o

i=1

elde edilir. Yani, anakiitle ortalamasinin en kiiciik kareler yontemi ile belirlenen tah-
mincisi 6rnek ortalamasidir. Ikinci tiirev alinirsa toplamin minimize edildigi goriiliir.

10.5.3. Maksimum Benzerlik Yontemi

Maksimum benzerlik yonteminde herhangi bir drnek istatistiginin ortaya ¢ik-
ma olasilig1 dikkate alinir. Farkli anakiitlelerden alinacak 6rnekler de farkli olacagin-
dan, herhangi bir 6rnegin bazi anakiitlelerden alinmasi olasilig1 diger bazi anakiitle-
lerden alimmasi olasilifindan daha yiiksek olacaktir. Bir 6rnek diger anakiitlelerden
cok alindig1 anakiitleye benzeyecektir.

Normal dagilmig bir anakiitleyi diisiinelim. Bu anakiitleden alinacak n birimli
ornegin birimleri ortalama etrafinda dagilacaktir. Ornek ortalamasi 8 ise, bu rnegin
ortalamasi 8 veya 8’e yakin anakiitleden alinmasi olasilig1, ortalamasi 6 veya 10 olan,
yani 8’den farkli olan anakiitlelerden alinmasi olasiligindan daha fazladir. Ornegin,
ortalamasi 8 veya 8’¢ yakin anakiitleye benzeme olasilig1 daha fazladir.

Bes birimden olusan (X1, X», X3, X4, Xs) bir 6rnek alinmig olsun. A ve B gibi
iki farkli anakiitle diisiinelim. Ornek birimleri sekilde goriildiigii gibi dagiliyorsa, bu
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ornegin A anakiitlesinden almmasi veya A anakiitlesine benzemesi olasilig1 diger
anakiitleden alinmasi veya diger anakiitleye benzemesi olasiligindan daha fazladir.

A B
X X X X X
1 2 3 4 5
Sekil 10.1.
Dagilim parametreleri 6,,6,.,......,6, ve olasilik dagilimi f(X) olan bir anakiit-
leden n birimden olusan (Xi, Xa, ..... , Xn) bir ornek alindiginda; 6,,6,.......,6, 'nin
maksimum benzerlikler yontemi ile elde edilecek tahmincileri (X, Xa, ..... , Xn)'in

maksimizasyonu ile belirlenecektir.

Ornegin bes kisilik bir 6rnek alinarak kisilere soru soruldugunu ve bunlardan
ikisinin soruya evet cevap verdigini diisiinelim. Bu durumda X tesadiifi degiskeni
sadece iki deger alacak ve tek parametreli bir dagilim sézkonusu olacaktir.

f(E)=p
f(H)y=1-p

Oregimizde 6rnek orani,

—Z-04
P=3

tiir. iki evet, {i¢ hayir sonucunu orani ne olan anakiitleden alma olasihigmin daha
yiiksek oldugunu belirleyelim. Bunun igin anakiitle oran1 0;0.1;0.2;......;0.9;1 olarak
alinacaktir. Iki evet ii¢ hayir sonucu bu olasiliklarla hesaplanacaktir.

P f(E,E,H,H,H)

0 (OxOx1x1x1) =0
0.1 (0.1x0.1x0.9x0.9x0.9)= 0.00729
0.2 (0.2x0.2x0.8x0.8x0.8)= 0.02048
0.3 (0.3x0.3x0.7x0.7x0.7)= 0.03087
0.4 (0.4x0.4x0.6x0.6x0.6)= 0.03456
0.5 (0.5x0.5x0.5x0.5x0.5)= 0.03125
0.6 (0.6x0.6x0.4x0.4x0.4)= 0.02304
0.7 (0.7x0.7x0.3x0.3x0.3)= 0.01323
0.8 (0.8x0.8x0.2x0.2x0.2)= 0.00512
0.9 (0.9x0.9x0.1x0.1x0.1)= 0.00081

1 (1x1x0x0x0) =0
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Yukarida verilen olasiliklar incelenirse, en yliksek olasiligin 0.03456 oldugu
ve p=0.4 i¢in hesaplandigi goriilecektir. Bu sonu¢ sézkonusu 6rnegin orani 0.4 olan
anakiitleden alinma olasiliginin, orani farkli olan anakiitlelerden alinma olasiligindan
daha yiiksek oldugunu gostermektedir. f(E,E,H,H,H) bir benzerlik fonksiyonudur ve
0.4 olasiliginda maksimize olmustur.

Maksimum benzerlik fonksiyonu 6rnegin bilesik olasilik dagiliminin formii-
liine verilen addir ve £ ile gosterilir.

0= (X1, X2, vvvy Xn)

X tesadiifi degiskeni olasilik fonksiyonu f(X) olan bir tesadiifi degisken ise te-
sadiifi olarak segilen n adet 6rnek birimi (X, Xa, ....., Xan), X ile ayn1 dagilima sahip
bagimsiz tesadiifi degiskenlerdir. Xi, X, ....., Xa bagimsiz olduklarindan benzerlik
fonksiyonu,

0= fXDEK)KS) ... f(Xa)

olarak yazilabilir. Ornegin birlesik olasilik formiilii ile benzerlik fonksiyonu aynidir.
Birlesik olasilik dagiliminda parametreler (6,,6,.,......,6, ) sabit, 6rnek birimleri (X,

X2, ..., Xn) degiskendir. Benzerlik fonksiyonunda ise parametreler degisken, belirli
bir 6rnekten alindiklari i¢in 6rnek birimleri sabittirler. Formiiller ayni, fakat yorumla-
11 farklidir.

Maksimum benzerlik yonteminde benzerlik fonksiyonu belirlenerek, bu fonk-
siyon parametreler i¢in maksimize edilir. Maksimizasyon i¢in benzerlik fonksiyonu-
nun, fonksiyonda yer alan parametrelere gore birinci tiirevi alinarak bunlar sifira
esitlenir. Boylece istenen formiiller elde edilmis olur.

Elde edilen sonuglarin maksimum veya minimum oldugunu belirlemek icin
ikinci tiirevin igaretine bakmak gerekir. Uygulamada benzerlik fonksiyonu £ yerine,
bunun logaritmasiin alinmasi kolaylik saglayacaktir. Bir fonksiyonun kendisini veya
logaritmasin1 maksimize etmek arasinda bir fark olmayacaktir. Negatif degerler i¢in
logaritma alinmasi sézkonusu olamazsa da, burada birlesik olasilik fonksiyonlari ile
calisildigindan, boyle bir problem ile karsilasilmayacaktir. Logaritmik benzerlik
fonksiyonunu £ yerine L ile ifade edecegiz.

L=In/¢

ORNEK: Daha once sonuglarimi sayisal olarak inceledigimiz Grnegi alarak
tahminciyi maksimum benzerlik yontemi ile belirleyelim. Ornegimizde X sadece iki
deger alan bir tesadiifi degiskendi.

f(E)=p
f(H) = 1-p
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olacaktir. Evet istenen cevap sayilarak bu durumda X=I1, hayir istenmeyen cevap
sayilarak bu durumda X=0 kabul edilirse, tesadiifi degiskenin olasilik fonksiyonu,

fX)=p*1-p)"~
olacaktir. X’in 0 ve 1 degerleri i¢in,
f(E)=(1-p)~'p'=p
fH)=(1-p)"'p"=1-p
bulunur. X tesadiifi degiskeninin beklenen degeri ise,
E(X)=) pX,=0(-p)+lp=p
i=1

dir. Ornegimizde 5 birimden olusan bir 6rnek alinmisti. Burada 6rnek birim sayisini
n olarak alalim. Benzerlik fonksiyonu,

£ = fX)AX)AX) ... f(Xa)
=[p " (1-p)" ™ IpA-p) 1 p"A-p) T lp A= p) ]

olacaktir. Carpilacak ifadelerle tabanlar ayni oldugundan iistler toplanir.

X+ X+ X3+..4X, (1 _ p)(l—X1)+(1—X2)+4...+(1—X,,)

l=p

n
-y X;

s,
L=p7 (1-p) "

Daha once logaritmik fonksiyon ile ¢alismanin kolayligindan sozetmistik.
Benzerlik fonksiyonunun logaritmasini alalim.

L= lnf—(Zn:X,.]lnp+{n—Zn:X,-Jln(l—P)

p’nin tahmincisi belirlenecegine gére L’nin p’ye gore kismi tiirevi alinarak
sifira esitlenecektir.

R PRSI IS
(ZXJ[ oS [t oo

Paydalari esitleyerek icler diglar carpimi yapalim.
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[Z&]ﬂ—ﬁ){n— Xij(—ﬁ)
0

i=1 i=1

(- D) -
(ix,}(l—m{n—ix,-}(—m:o
3 K- 3, 0

Zn:X[—an:O
i=1

p=
Burada n olayin tekrar sayist oldugundan 6rnegi n’e boliinecektir. Evet sonucu
1 ile hayir sonucu 0 ile gosterildiginden 6rnegimizde ZX ; =2 olacaktir. Bu du-

i=1

rumda anakiitle orani,

2
_2_04
P=3

olarak tahmin edilecektir.

10.5.4. En lyi Dogrusal Sapmasiz Tahmin Yéntemi

Daha 6nce ii¢ tahmin yonteminden soz ettik. Bu yontemlerle elde edilen tah-
minciler daha dnce agiklanan tahmincilerin 6zelliklerinden bazilarina sahipken, bazi-
larina sahip degildirler. Bu yontemlerle istenen 6zelliklerin tiimiine sahip tahminciler
elde edilemez. Oysa en iyi dogrusal sapmasiz tahmin yontemi s6zkonusu yontemler-
den farklidir. Bu yontem ile istenen dzelliklere sahip olan tahminciler elde edilebilir.

Daha 6nce tahmincilerin 6zellikleri agiklanirken tiglincii kiigiik 6rnek 6zelligi

olarak en iyi dogrusal sapmasiz tahminci olma 6zelligi verilmis ve tahminci 6 ’in
anakiitle parametresi 6’nin en iyi dogrusal sapmasiz tahmincisi olmasi igin,

- 0’in drnek birimlerinin dogrusal bir fonksiyonu olmasi,
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- 6’in 0’nin sapmasiz tahmincisi olmast,

-0’in varyansinin diger sapmasiz tahmincilerin varyansina esit veya onlardan
kiiciik olmasi gerektigi belirtilmisti.

Burada en iyi dogrusal sapmasiz tahminciler elde edilirken de tahmincilerin
ayni Ozelliklere sahip olmalar: istenecektir. Bu yontem ile elde edilecek formiiller
yukarida soz edilen 6zellikleri tasiyacaklardir. Bu formiiller elde edilirken Lagrange
Carpan1 Yontemi kullanilmaktadir. Once kisitlamalar belirlenir ve daha sonra kismi
tiirevler alinarak tahminciler elde edilir.

10.6. ARALIK TAHMINI

Nokta tahmininde anakiitlenin bilinmeyen parametresi 6 i¢in bir tek deger
tahmin edilmektedir. Daha 6nce agiklandigi gibi anakiitleden ¢ok sayida 6rnek alina-
bilir. Bu 6rneklerden elde edilecek tahminlerin bir kisminin degeri anakiitle paramet-
resinin degerine esit, bir kismiminki anakiitle parametresinin degerinden biiyiik, bir
kismininki ise anakiitle parametresinin degerinden kiiciik olacaktir. Bu nedenle ele
alman 6rnekten oOtiirli tahmin ile anakiitle parametresi ger¢ek degeri arasinda bir fark
olmast olasilig1 vardir. Ornekleme hatasi olarak adlandirdigimiz bu farkin belirlenen
bir olasilik ile ne kadar olabilecegini tahmin etmek i¢in aralik tahmini yapilir.

Aralik tahmininde belirlenen bir hata pay1 (anlam seviyesi ) o veya giiven ola-
silig1 (1-a) ile anakiitle parametresi 0 icin alt ve {ist giiven sinirlar1 olugturulur. Olus-
turulacak alt sinir a ve st sinir b ile ifade edilirse,

Pla<O<b)=1-a

olacaktir. 0’nin sinirlarini belirlenmesinde tahmin € kullanilir. 6 ’lerin olusturdugu
seti A( é) ile ifade edersek,

P[H € A(é)]: l-a ve
Ploca@)-a

yazabiliriz. Birinci ifade 6°nin 6°lerin olusturdugu setin bir eleman1 olmasi olasiligi-

nin (1-o) oldugunu; ikinci ifade ise 6 "nin sézkonusu setin elemant olmamasi olastli-
ginin o oldugunu ifade etmektedir.

Aralik tahmini ile amaglanan 6rneklemeden dogan sapmanin belirlenen giiven
olasilig1 ile ne kadar olacaginin tahmin edilmesidir. Ornegin bir anakiitlenin ortala-
mast tahmin edilirken nokta tahmini 5 olarak elde edilmis olsun. 0.05 hata pay1 veya
0.95 giiven olasilig ile alt ve iist giiven sinirlar1 4 ve 6 olarak hesaplanmig olsun. Bu
sonug anakiitle parametresinin degerinin 0.95 olasilikla 4-6 arasi oldugunu; anakiitle
parametresinin degerinin 4’ten kiigiik veya 6’dan biiyiik olmasi olasiliginin ise 0.05
oldugunu ifade etmektedir.
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Dikkat edilirse giliven aralig1 simetrik olarak diizenlenmektedir. Bunun sebebi
sapmanin tek yonlii olmayip, ¢ift yonlii olmasidir. Bazi parametrelerin aralik tahmin
ile ilgili agiklamalar agagida yapilacaktir.

Aralik tahmininin yapilabilmesi i¢in ilgili parametrelerin drnekleme dagilim-
larmin bilinmesi gerekmektedir. Bu nedenle aralik tahmininden 6nce o6rnekleme
dagilimlart ile ilgili agiklamalar yapilacaktir.

10.6.1. Anakiitle Ortalamasimin Arahk Tahmini

Anakiitle ortalamasiin aralik tahmininin yapilabilmesi i¢in ortalamalarin or-
nekleme dagilimmin bilinmesi gereklidir. Bu nedenle 6nce ortalamalarin 6rnekleme
dagilimi1 acgiklanacaktir.

10.6.1.1. Ortalamalarin Ornekleme Dagilim1

Birim sayist N ve ortalamasi p olan bir anakiitleden alinacak n birimli 6rnegin

ortalamasi ()? ), w’nin istenen Ozellikleri tasiyan tahmincisidir. Bu nedenle,
p=Xx
olarak tahmin edilir.

Ortalamasi p ve standart sapmast 6 olan bir anakiitleden tesadiifi olarak segile-
cek n birimli tiim &rneklerin ortalamalarinin dagiliminin ortalamas: p ve standart

sapmast % dir. % tahminlerin standart hatasi olarak adlandirilir ve o _ seklinde
n n

gosterilir.

Ortalamalarin standart hatasi, anakiitle varyansi (o) biliniyorsa sdyle tahmin
edilecektir.

-iadeli segimle drnek diizenleniyorsa,
o

- =—= dir.

Y

-iadesiz se¢imle Ornek diizenleniyorsa o ., drnekleme oranna (n/N) bagh

o

olacaktir.

%<o.os ise o=

=

-n
-1

dir.

lZ0.0S ise op=
N

s
-
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Burada ‘{ ]]\\][_'11 sonlu anakiitle diizeltme faktorii veya bassel faktoridiir. Se-

¢im iadesiz ise Ornekleme oranina bakilmaksizin formiilde sonlu anakiitle diizeltme
faktoriiniin yeralmasi gerekmektedir. Ancak,

£<0.05 ise N_nzl
N VN—I

kabul edilmekte ve bu nedenle ihmal edilmektedir.

Ornek birim sayis1 (n) biiyiik ise, érnek ortalamalarmin teorik dagilimi, ana-
kiitle dagilim1 ne olursa olsun normal dagilima yaklasir.

Ornek biiyiikliigii i¢in kriter n >30'dur. n >30 ise 6rnek ortalamalarmin teorik
dagilimi1 normal kabul edilebilir. Anakiitleden alinan 6rnek ile 6rnek ortalamasi ara-
sinda fark olabilir. Bu fark &rnek birim sayisina (n) bagl olacak, n arttikga 6rnek
ortalamasinin, anakiitle ortalamasina yakin olma olasilig1 artacaktir.

ORNEK: u=50 ve 6=6 olan ve normal dagildigi kabul edilen bir anakiitleden
36 birimli bir 6rnek almacaktir. Ornek ortalamasiin 48-52 arasinda olmast olasiligi-
n1 hesaplayin. (N= ¢ok sayida)

N biiyiik oldugundan n/N < 0.05 olacaktir. Ornek ortalamalarinin dagilimi igin
standart degisken,

X—u

Z= dir.

Ox
o= - 6 _6_
“dn 36 6
21:48_50:_—2:—2—>0.4772

1 1
Z, 222590 5 04172

438 a0 52

P(48 < X <52)=0.4772 +0.4772 = 0.9544
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n’in artarak 100 oldugunu varsayalim.

o 6 6

Or=——=——m==—=06
“ \n W00 10
Z = =50 _ =2 _ 33350499
0.6 0.6
22:52_50:3.33—>0.4996
Bu durumda

P(48 < X <52)=0.4996 +0.4996 = 0.9992
olur. n’in artmast ile olasiligin arttig1 goriilmektedir.

Buraya kadar yaptigimiz agiklamalarda anakiitle varyansmin (o) bilindigi

kabul edilmistir. Anakiitle varyans1 bilinmiyorsa 6rnekten anakiitle varyans: o> nin
tahmini gerekecektir. Anakiitle varyansinin sapmasiz tahmincisi S¥’dir ve istenen
diger ozellikleri de tasir.

S?veya S,

anxi -X)?
SZ — i=1

veya

olarak tahmin edilir.

Ornek varyans1 67 ise, 6 ile S? arasinda,

A2
no

S? =
n-1

iligkisi bulunacaktir. Buradan,

.| n
S=o0

n-—1

yazilabilir. Bu durumda,
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veya

oo S [N-n
X nUN-1

olacaktir.
Ortalamalarin 6rnekleme dagilimu ile ilgili dzellikleri sdyle dzetleyebiliriz.

1- Anakiitle dagilimi normal ise ve anakiitle varyansi biliniyorsa, 6rnek ortalamala-
rmin dagilimi normaldir. Ornek birim sayis1 onemli degildir. Bu durumda,

-iadeli se¢im ve iadesiz se¢gimde n/N <0.05 ise
Oz =—1=
T

-iadesiz secimde n/N >0.05 ise

oo O |Non
I VN1
olacaktir.

2- Anakiitle dagilimi normal ise ve anakiitle varyansi bilinmiyorsa, n ne olursa olsun
ornek ortalamalariin dagilimi (n-1) serbestlik derecesi ile t-u dagilimidir. n >30
ise t-dagilimi, normal dagilima yaklasacagindan bu durumda dagilim normal ka-
bul edilebilir.

Bu durumda o bilinmediginden S hesaplanarak birinci sikta c’larin yerini S
alacaktir. Formiillerde bundan baska degisiklik olmayacaktir.

3- Anakiitle dagilimi1 normal degil ise n 230 olmalidir. Bu durumda n<30 i¢in veri-
len formiiller gegerli olmayacaktir.

10.6.1.2. Aralik Tahmini

Ornek ortalamalarmin dagilimi1 normal ise standart Z degiskeninin

degerleri normal dagilim tablosundan Za,, olarak elde edilecektir. Bu durumda,

P—Z,,<Z<Z,,)=1-«a
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1- ¢
o5 =2
Z,, 0 z z
2 &
Sekil 10.2
X -
P(-2,,<>"H iz )=1-a
b3
X-u
_Za/Z < B <+Zot/2
X

olacaktir. Taraflar1 oy ile ¢arparsak,

=205 <X—u<+7Z,,03

X ’y1 esitsizligin iki yanma alip -1 ile garparsak,
)?—Za,za)? < </\_’+Za,20')7

olarak anakiitle ortalamasi p’niin o hata payr veya 1-a giiven olasilig1 ile i¢inde
bulunacagi araligin alt ve iist sinirlari bulunur. oy ise daha dnce yapilan aciklamala-

ra gore belirlenecektir.

ORNEK: Bir fabrikada iiretilen A mamiillerinin boy uzunluklari arastirilmak-
tadir. Bu amagla fabrikada iiretilen ¢ok sayida mamiilden 256 birimlik bir 6rnek
almmis ve ornek ortalamasi 18 mm. bulunmustur. Anakiitle dagiliminin normal ve
varyansinin 9 mm. oldugu bilindigine gore, anakiitle ortalamasini1 %95 olasilikla (%5
hata pay1 ile) tahmin ediniz.

0.025 0025

-1.96 1] 1.96 z
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n=256 X =18
6=9— 6=3 a=0.05
)T—Za,za)—{ <,u<)?+Za,20)—{
Z,, >1-a=1-0.05=0.95
0.95/2 =0.4750— tablodan Z ,, =1.96

N—o>won/N<0.05ve o=

X

s

= o

X-Z7,,—
/2\/;

18—1.96——— <y <18+1.96—~—

V256 V256

18588 g, 588
16 16

<u<X+Z

g
=t

18-0.3675 < 1 <18+0.3675
17.6325 < 1 <18.3675

%95 olasilikla iiretilen mamiillerin boy uzunluklar1 (anakiitle ortalamasi)
17.6375 mm. ile 18.3675 mm. arasinda olacaktir.

10.6.1.3. Kiiciik Orneklerde Anakiitle Ortalamasimin Aralik Tahmini

Anakiitle varyansi bilinmiyorsa ve anakiitle dagilimi normal dagilim ise veya
normal dagilim kabul ediliyorsa, drnekleme dagilimi t dagilimi olacagindan Za
degerini belirlemek i¢in normal dagilim yerine t dagilim1 kullanilir.

n >30 ise, t dagiliminin normal dagilima yaklastig1 goriiliir. Bu nedenle, rnek
ortalamalar1 dagiliminin varyansinin bilinmedigi ve n <30 oldugu durumda 6rnekle-
me dagilimmin t dagilimi oldugunu soéyleyebiliriz. Bu durumda Z.,, degerleri yerine
t- dagilimi tablosundan yararlanarak ta, degerleri belirlenecektir. Aralik tahmini

benzer sekilde,

P(t,, <t<t,,)=l-a

—lyn < <+ly),

Ox

_ o _
——=<pu<X+t,,

X_ta/z \/;

olarak yapilacaktir.

9%
n
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ORNEK: Normal dagildig: bilinen bir anakiitleden 16 birimli bir 6rnek alin-

mis ve ornek ortalamas1 X =35 ve S=4.6 bulunmustur. 0.95 olasilikla anakiitle orta-
lamasini tahmin ediniz.

t dagilimi tablosundan,
o/2 =0.05/2 =0.025 ve
serbestlik derecesi n-1 = 16-1=15 karsilig1 to, =2.131

X <y<)7+ta/2i

S
X—-t, ,—
a/Z\/; \/;

35—2.131£<y<35+2.131

Ji6

32.55<u<37.45

4.6

16

olarak elde edilir.

10.6.2. Anakiitle Oraninin Tahmini

Anakiitle ortalamas1 gibi anakiitle oraninda aralik tahmini yapilabilir. Bunun
icin oranlarin 6rnekleme dagiliminin bilinmesi gerekmektedir.

10.6.2.1. Oranlarin Ornekleme Dagilim

Birim sayis1 N olan anakiitlenin oranini P ve bu anakiitleden alinan n birimli
ornegin oranini ise p ile ifade edelim. Anakiitle oran1 P, 0 veya 1’e yakin degilse ve
anakiitleden almman 6rnek biilyilikse; ornek oranlarmin dagiliminin, ortalamast P ve

standart sapmasi o, = 24 ylan normal dagilima yakindir.

n
Bu durumda standart degisken,

-P p-P
,_p-P_p-P
Oy Pq

=5

olacaktir. Anakiitle oraninin nokta tahmini ise P=p olarak yapilacaktir. Yani anakiitle
orani P’nin tahmincisi, 6rnek orani p’dir.

Anakiitle oraninin aralik tahmininde anakiitle orani P bilinmeyeceginden
op’nin bilinmesi sdzkonusu degildir. Secimin iadeli ve iadesiz olmasina ve drnekle-
me oranina gore oranlarin standart hatas,

-iadeli se¢im ve iadesiz se¢cimde n/N <0.05 ise
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-iadesiz secimde n/N >0.05 ise

o = /ﬂ. [N-n
? n \N-1

olacaktr.

Anakiitle oran1 bilinmediginden o, yerine ornekten tahmin edilecek Sy nin
kullanilmasi gerekecektir.

Pq
2 nt—=
2 "% __n _ P4
4
n-1 n-1 n-1
ve
pq
S =.—
r n—1

olarak tahmin edilecektir. Uygulamada n biiytik ise ‘fﬂ ile ‘,p_ql degerleri birbi-
n n—

rine ¢ok yakin olacagindan o, =S, kabul edilebilir. Verdigimiz 6rneklerde de

o, =S, kabul edilmistir.

10.6.2.2. Arahk Tahmini

Oranlarin aralik tahmininde de ortalamalarin aralik tahmininde oldugu gibi
standart degisken i¢in,

P-Z2,,<Z<Z,,)=1-«a

olacak sekilde anakiitle oraninin aralik tahmini yapilacaktir. Anakiitle oraninin aralik
tahmini,

-P
P(-Z,, <p—<+ZM)=1—a

=
p_Za/Z\/Z<P<p+Za/2JG—p

olarak yapilir.

ORNEK: Bir isletmede calisanlarm is yerine zamaninda gelip gelmedikleri
arastiritlmaktadir. Bu nedenle isletmede gdrev yapan 10.000 kisiden 200 kisilik bir
ornek tesadiifi olarak se¢ilmis ve ¢aliganlarin 0.67’sinin son 1 ay iginde gorevlerine
hi¢ gec kalmadiklar anlagilmistir. 0.95 olasilikla tiim isletmede ¢alisanlardan ig yeri-
ne zamaninda gelenlerin oranini tahmin ediniz.
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2o 2 _0.02<005>0, = P2
N 10000 " \n

_Za/2"ﬂ<P<p+Za/2 ﬂ
n n
0,67 -1,96 067033 _p_ 0,67 +1,96 0,67.0,33
200 200

0,67-1,96.0,033< P <0,67+1,67.0,033

B

0,67-0,064< P < 0,67+0,064
0,606 <P <0,734

0.95 olasilikla tiim igletmede zamaninda is yerine gelenlerin orani 0,606 ile 0,734
arasindadir.

10.6.3. Ortalamalar Arasindaki Farklarin Arahk Tahmini

Farkl1 iki anakiitlenin ortalamalar1 arasindaki farkin aralik tahmini yapilabilir.
Bu nedenle ortalamalar arasindaki farklari érnekleme dagilimiin bilinmesi gereklidir.

10.6.3.1. Ortalama Farklarmin Ornekleme Dagihm

Birim sayilar1 N; ve N» ve ortalamalar1 g, ve y, olan iki anakiitleden alinacak
orneklerin birim sayilart n; ve n; ; ortalamalart X, ve X, olsun. Anakiitle ortala-
malar arasindaki fark (p; - p2), 6rnek ortalamalari arasindaki fark (X |- X ,)’a esit
olarak tahmin edilir.

- =X, - X,

Tahmin edilen bu fark 6rnekleme sapmasi i¢erdiginden aralik tahmini yapila-
bilir. Ortalamalar arasindaki farklarin dagilimi igin standart degisken

7= ()?1_)?2)_(:”1 — )

O%-1,

dir.

Ortalamalar arasindaki farklarin dagilimlarinin standart sapmasi yani standart
hata (0_)71 %, ) sOyle belirlenir.

-anakiitlenin standart sapmalari biliniyorsa,
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2 2
G 0
o5 v =, |—+—
X=X,
non
-anakiitlenin standart sapmalar1 bilinmiyorsa,

n.on

O%-x,

Bazi durumlarda anakiitle varyanslar1 birbirine esit olabilir. o, =o; ise ve
varyans biliniyorsa,

varyans bilinmiyorsa,
1 1 n +n
oy 5z =S |—+—=8§ |+—=
e n,n, nn,

olacaktir.

Ornek birim sayilarinin (n;+n, <120) olmast durumunda anakiitle varyanslari-
nin degeri bilinmiyor, fakat anakiitle dagilimmin normal oldugu ve varyanslarin
birbirine esit oldugu biliniyorsa,

o \/(nl 1S/ +(n, S

n +n, -2

olarak tahmin edilir. Bu durumda n; veya n;’den biri veya ikisi de 30’dan kii¢iik
olacaktir. Dagilimin serbestlik derecesi (n;+n»-2)’dir. 30’dan biiyiik serbestlik dere-
cesi i¢in t- dagilimi normal dagilima yaklasacagindan, bu durumda 6rnekleme dagi-
Iim1 olarak kabul edilebilir. Yukarida verilen formiil 6zellikle ayni anakiitleden iki
ornek alinmasi durumunda gegerli olacaktir.

10.6.3.2. Arahk Tahmini

Ortalamalarm ve oranlarin aralik tahmininde oldugu gibi, ortalama farklarmin
aralik tahmininde de benzer islemler tekrarlanacaktir. Ortalama farklarinin aralik
tahmini,

P(—Z,,<Z<Z,,)=1-«a
()?1 _)?2)_(,“1 — i)
O%-x,

(X, _yz)_za/zo',?l,yz <ty =) < (X, =X)+Z,,0

P(_Za/Z <

<Z,,)=1-a

X-X;

olarak yapilacaktir.
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ORNEK: iki farkli anakiitleden alinan iki 6rnek ile ilgili bilgiler asagida ve-
rilmistir.
n =100 X, =42 S =6
n,=120  X,=35 §,=5
0.05 hata pay1 ile bu 6rneklerin alindig1 anakiitlelerin ortalamalar1 arasindaki
farki tahmin ediniz.
Z.,=196

n.on

e /Sz S? - = s §?
(X, = X)) = Z, )y [+ <y = 1) < (X, = X))+ Z, |- +—
n.on n.n

6’ (5’ 6’ (5’
42-35)-196, 0 O ) _ )y <@2-35)+196,| 0 4
( ) 100 "0 <) <( ) 100 120

7-1,96(0,7538) < (1, — i1, ) < 7+1,96(0,7538)

O%-x,

71,4774 < (1, — i,) < 7+1,4774
5,5226 < (1, — 11,) < 8,4774

10.6.4. Oranlar Arasindaki Farklarin Arahk Tahmini

iki anakiitle ortalamalari arasindaki farkin aralik tahmini gibi iki anakiitlenin
oranlar1 arasindaki farklarin da aralik tahmini yapilabilir. Ancak burada 6nce iki oran
arasindaki farkin 6rnekleme dagilimi agiklanacaktir.

10.6.4.1. Oran Farklarimin Ornekleme Dagilim

Birim sayilar1 Ny ve Ny, oranlar1 Py ve P, olan iki anakiitleden alinacak 6rnek-
lerin birim sayilart n; ve ny, oranlar1 p; ve pz olsun. Anakiitle oranlar1 arasindaki fark
(P1-P»), drnek oranlari arasindaki farka (pi-p2) esit olarak tahmin edilir.

Pi-P2 = pi-p2
Oranlar arasindaki farklarin dagilimi i¢in standart degisken,
(p—p)-(A-P)

al’l —P2

7 =

olacaktir. Oran farklarinin dagiliminin standart hatasi ise,
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o, = JL4US +pzqz
V n n,

olarak belirlenir.

10.6.4.2. Arahik Tahmini

Oranlarin aralik tahmini formiilii de standart degiskenin genel ifade de yerine
konmasi ile elde edilecektir.

P(-Z2,,<Z<Z,,)=1-«

(P =p)=-(R=P)

O-Pl —P2

P(_Za/2< <Za/2):1_a

P(p—p)-2,,0,_, <(B-P)<(p-p)+Z,,0, ,,)=1-a
Yukarida verilen formiil ile iki anakiitle oraninin farklar1 belirlenen hata pay1
veya giiven olasiligi ile tahmin edilmis olacaktir.
ORNEK: iki farkli anakiitleden alnan iki 6rnek ile ilgili bilgiler asagida ve-
rilmistir.
n; =1250 p1=0,25
n> =1500 p2=0,22

0,95 giiven olasilig1 ile bu 6rneklerin alindig1 anakiitlelerin oranlar: arasindaki
farki tahmin ediniz.

Z,,=196
q1 :l—pl :1—0,25 :0,75
q2 =1-p2=1-0,22 =0,78

_ [P | P24
O pp: _W/n_.+7

_ [(0,25)(0,75) N (0,22)(0,78)
1250 1500

=0,01626

(pr=p)—Z2,,0,_,, <(B-PB)<(p,—p)+Z,,0,_,,
(0,25-0,22)-1,96(0,01626)< (P;-P2)<(0,25-0,22)+1,96(0,01626)
0,03-0,032 < (P;-P,) < 0,03+0,032
-0,002 <(P;-P,) < 0,062
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10.6.5. Anakiitle Varyansimin Aralik Tahmini

Anakiitle ortalamasi ve oran1 gibi anakiitle varyansmin da aralik tahmini yapi-
labilir. Bu durumda anakiitle varyansinin aralik tahmininde S?’den yararlanilacaktir.

Ortalamasi p ve varyansi o2 olan bir anakiitleden alacak n birimli érnegin
ortalamast X ve varyansi S?olsun. X ve S*’nin bagimsiz olmasi durumunda,

(n-1)s>

2
O

degiskeninin dagilimi (n-1) serbestlik dereceli ki-kare dagilimidir. Bundan yararlana-
rak anakiitle varyansinin aralik tahmini,

n-1S?
P(le—a/Z,n—l <%< Zi/z,m) =l-a

p[ﬂaﬂjl

2 2
Xai2n-1 Xi—a /2.1
2 2
n—1)8 n—1)8§
(DS _ e (=)
Xai2n- Xia/2,n-1

olarak elde edilir.

ORNEK: Yeni piyasaya siiriilen bir iiriin niifuslar1 birbirine yakin 8 bolgede

satisa sunulmustur. Uriiniin aylik satis ortalamasi X =20500 ve S=1600 olarak he-

saplanmustir. 0,90 giiven olasilig1 ile anakiitle varyansini ve standart sapmasini tah-
min ediniz.

(n=DS* _ _, _(n-DS’

Z;/Z,n—l le—a/z,n—l

n =8

serbestlik derecesi = n-1=8-1=7
a=0,10

15,10/2,7 = Z(iosn =14,067
11270,10/2,7 = 7(5,95,7 =267

(8-D600)° _ , _(8-1)(1600)’
14,067 2,167

1273903,46 < o> < 8269497
1128,67 <o <2875,67
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Anakiitle varyans ve standart sapmasinin aralik tahmini biiyiik 6rnekler igin
ornekleme dagilimmin normal dagilima yaklastirilmasi ile yapilabilir. Biiyiik 6rnek-
lerde S’lerin dagiliminin standart hatasi (o),

dir. Buna gore 6’1n giiven aralifi ise,

(e} (e}
S—Z,,——<0<S+Z,,——

V2n Van

olur. Bu esitsizlikten 6’1n giiven aralik tahmini,

S <o < S
Za/Z

Z al2 1 _
\2n v2n
olarak belirlenebilir.

ORNEK: 100 birimli bir 6rnekte S=12 olarak bulunmustur. 0,05 hata payi ile
anakiitle standart sapmasini tahmin edin.

1+

o) <o < o)
1+ Za/z 1_ Za/z
\2n \2n
12 o< 12
L 196 196
J2,100 2,100
10,539 < 0 <13,930

10.6.6. Varyans Oranlarinin Arahk Tahmini

Iki anakiitle ortalamasi veya iki anakiitle oran1 arasindaki fark gibi, iki anakiit-
le varyansinin birbirine oraninin aralik tahmini yapilabilir. Bu durumda varyans
oranlarinin drnekleme dagilimi F dagilimidir.

Varyanslar1 o ve o, olan normal dagilmis iki anakiitleden alinan n; ve n,

birimli érneklerin varyanslart S 12 ve S 22 olsun. Bu durumda S*’lerin ¢ ’lere oran-
larinin, birbirine oraninin dagilimi (n;-1) ve (n2-1) serbestlik dereceli F dagilimidir.

Sl2
ool _oiS;

2 T 2Q2
S5 , O S,
0,
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Varyans oranlarmin aralik tahmini,
22
0,5,

P(Fvl—a/Z,nl—l,nz—l <—7<F /2,n|71,n2—1):1_a
o} 5,

a

olarak yapilacaktir. F tablo degerlerinin bulunmasinda,

1
Flainmatma =
1 ? Fa/Z,nz—l,nl—l
oldugundan bu iliskiden yararlanilacaktir. Bu doniisiim ile varyans oranlarinin aralik
tahmini formiili,

2 2 2
S, 1 o, S
- <« L<TLF
Sz F 2 S2 = al2ny-ln-1

2 Yarzm-tmy-1 02 2

olarak elde edilir.

ORNEK: A marka mallardan tesadiifi olarak 10 adet almarak X, =1,5 ve

Sa=0,4 ; B marka mallardan tesadiifi olarak 11 adet almarak X 5 =2,0 ve Sp=0,6

olarak hesaplanmistir. 0,98 giiven olasili1 ile anakiitle varyanslarinin ve standart
sapmalarimin oranlarini tahmin ediniz.

n =10
n =11 a=0,02
F0,02/2,1071,1171 =4,94
Fo,02/2,1|-1,10-1 =5,26
S? 1 ol S}
. < < 2 " al2ny-1n-1
2 2 a1,
S, Fa/Z,nl—l,nZ—l 0, 2

. <
0,6)° 494 o7 (0,6)

2 2 2
0" 1 _o (04 526

2

0,09<ZL <234
o,

030<ZL <153
o,

10.6.7. Optimum Ornek Biiyiikliigiiniin Belirlenmesi

Orneklemenin dzellikle maliyet ve zaman yéniinden tasarruf sagladigini be-
lirtmistik. Ornek diizenlenirken drnek biiyiikliigiiniin yeterli olmasi da ayn1 nedenler-
den otiirii dnemlidir. Ornek birim sayisi yetersiz ise, yapilan arastirmadan beklenen
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bilgiler saglikli olarak elde edilemeyecegi gibi, 6rnek birim sayismnin fazla olmasi
maliyetin artmasina ve zaman kaybina neden olacaktir.

Ormnege almacak en az birim say1sin1 bazi sartlarla, matematiksel olarak belir-
leyebiliriz. Belirleyecegimiz bu birim sayisini optimum O6rnek biiyiikliigli olarak
adlandiracagiz.

10.6.7.1. Anakiitle Ortalamasimin Tahmini i¢in Optimum Ornek
Biiyiikliigiiniin Belirlenmesi

Anakiitle ortalamasinin aralik tahmini,

P(-Z,, < Xon +Z,,)=1-a
O

seklinde yapiliyordu. Buradan,

—Z,,057< )?—,u <+Z,,,0%
esitligini elde ederiz. X — x4 farkim E ile gosterirsek,

E=X-u

E<Z,,0+
yazabiliriz. Burada hata miktar1 E’nin en ¢ok belirlenen deger kadar veya daha az
olmasi i¢in 6rnek biiyiikliigiinii belirleyebiliriz. Hatanin en ¢ok E degeri kadar olmasi
icin,

E=Z,,0;

olacaktir. o3 = oldugundan,

2
V4
n= a/ZO-
E

olacaktir. Bu esitlikte n’in belirlenebilmesi i¢in anakiitle varyansinin bilinmesi, hata

payinin ve hata miktar1 E’nin belirlenmesi gerekmektedir. o bilinmiyor, fakat yak-
lasik olarak tahmin edilebiliyorsa 6rnek biiyiikliigii buna dayanarak da belirlenebilir.
E anakiitle ortalamasi ile 6rnek ortalamasi arasinda olmasi istenen maksimum farki
belirtecektir.
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ORNEK: ¢ =8 olan bir anakiitleden n birimli bir 6rnek almacaktir. Ornek or-
talamasi ile anakiitle ortalamasi arasindaki farkin 0,95 olasilikla en ¢ok 1,5 olmasi
i¢in n ne olmalidir, hesaplaymiz.

Z,,=196
2
Z
n= a29
E

2
. (L?ﬁj 109,27 = 109 birim

n >109 birim alinirsa, X ve y arasindaki fark 0,95 olasilikla +1,5 veya daha az ola-
caktir.

10.6.7.2.Anakiitle Oranimin Tahmini i¢in Optimum Ornek
Biiyiikliigiiniin Belirlenmesi

Ayni sekilde p-P = E dersek,

E=Z,,0, ve

_ Zi/zl’q

E 2
olacaktr.

Oranlarla ilgili 6rnek biiytikliigii belirlenirken, P bilinmediginden tahmin
edilmesi gerekecektir. p tahmin edilirken tahmin belirli bir aralikta yapiliyorsa (%15-
20 gibi) n’i belirlemek i¢in tahmin edilen biiyiik oranin alinmasi iyi olacaktir. P tah-
min edildikten sonra Za«,, giiven olasiligia ve E arastirmaya gore belirlenebilir.

ORNEK: Bir bolgede A mali kullanan ailelerin orani arastirilmaktadir. Bol-
gede A mali kullanan ailelerin toplam ailelere oraninin 0,40 oldugu tahmin edilmek-
tedir. 0,90 olasilikla 6rnek orani ile anakiitle orani arasindaki farkin 0,04 olmasi igin
ornege alinacak aile sayisin1 belirleyiniz.

7., =164
2 2

poZanpd (' OA06) s 4,
E (0,04)

n =403

ornek en az 403 aileden olugmalidir.
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10.7. COZUMLU ORNEKLER

ORNEK 1 :6=50 olan 5000 birimli bir anakiitleden 400 birimden olusan or-
nek iadesiz se¢imle diizenlenerek, 6rnek ortalamasi 4500 olarak bulunmustur. 0,10
hata pay1 ile 6rnek ortalamasini tahmin ediniz.

Coziim :
N =5000
n=400
=50 Zop—> 1-a=1-0,10 =0,90
X =4500 0,90/2 = 0,4500— tablodan Zq,» =1,64
0=0,10 2290 085 0,05 oldugundan
N 5000
_ o |[N-n
Jn
N-n N-n
T <u<X+Z R
Z, \/— H al2 \/;
4500 1,64 50 5000_400<,u<4500+1,64 50 5000 -400
400 V' 5000-1 /400 5000 -1

4500 — 1,64.2.0,95 < <4500+ 1,64.2.0,95
20 20

4500 - 3,895 < £ <4500 + 3,895
4496,105 < 1 < 4503,895

0.10 hata pay1 ile 6rnek ortalamasi bu aralik i¢inde olacaktir.

Not: Segim iadeli veya 6rnekleme orani 0,05 “ten kiigiik olsaydi, o = % aliacakti.
n

ORNEK 2: Bir depoda bulunan 10000 mamiiliin agirliklar incelenmektedir.

Bu mamiillerden 36 birimli bir 6rnek diizenlenmis (iadesiz se¢imle) ve X =20 gr. ve
S=4 gr. bulunmustur. 0,70 olasilikla ambarda bulunan mamiillerin ortalamasin1 tah-
min ediniz.

Coziim:
Zap— 1-a=0,70/2 = 0,3500— tablodan Z.» =1,04
n 36 S

A 22 _0,0036<0,05 > o-=—x
N 10000 “dn
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X-Z,,——=<u<X+Z7

S s
n ’2\/5
201,042 < 41 <20+1,04——

V36

20-0,693 < £ <20+0,693
19,307 < 1 < 20,693

J_

0,70 olasilikla ambarda bulunan mamiillerin ortalamas1 19,3 gr. ile 20,6 gr.
arasinda olacaktir.

ORNEK 3: 500 birimden olusan bir topluluktan 49 birimlik bir 6rnek iadesiz

secimle alinmistir. Ornek ortalamasi X =98 ve 6rnek standart sapmas! & =8 bulun-
duguna gore, 0,01 hata pay1 ile anakiitle ortalamasini tahmin ediniz.

Coziim:
Zap— 1-a=1-0,01 =0,99
0,99/2 = 0,4950— tablodan Zu,» =2,57

n_® ——=0,098 > 0,05 oldugundan ve & bilinmediginden ,
N 500
S [N
n
§7 (X, - X)? _nd’
-1 n
S=o ] :&/i:s.l,m:s,os
n-1 49-1
X~ a/Q\/_ <ll'l<X+Za/2\/_ u
S |N-n 8,08 500_49—1,096

T VN-1 Ja9V 500-1
98—-2,57.1,096 < 11 <98 +2,57.1,096
98-281< u<98+2281

95,19 < 1 <100,81

0,01 hata pay1 veya 0,99 giiven olasilig1 ile anakiitle ortalamasi 95,19 ile
100,81 birim arasinda olacaktir.

Ayni 6rnek iadeli segimle diizenlenseydi veya n/N<0,05 olsaydi,
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S 8,08
T Jw

98-2,57.115 < 11 < 98+2,57.1,15
95,05 < 11 <100,95

oy = =115

olacakti.

49
ORNEK 4: N=5000, n =49, ZX ; =2940 ve 0=0,05 olduguna gore p’niin
i=1
giiven araligimi bulunuz. (o =7)

Coziim:
Zopn =2,57
% o0s
N 5000
f:&:%:a)
n 49
X- <u<x+7,.,2
a/2\/_ a/Z\/;
7
60—1,96—< H<60+196—
49 V49
58,04 < £ < 61,96

ORNEK 5: Bir 6nceki 6rnekte N=500 olduguna gore anakiitle ortalamasii
tahmin ediniz.

0,098 > 0,05
N 500

G)—(:i N-—n 7 500—49_0’95

Ja VN=T ™ a9V 500-1

z\_f—Za/ZO')F <y<X+Za/20')7

60-1,96.0,95 < £ <60+1,96.0,95
58,138 < 4 < 61,862

ORNEK 6: 6000 birimli bir anakiitleden 64 birimli bir 6rnek iadesiz segimle
alinarak,

64
DX, =3200
i=1
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64 .
D (X, - X)* =1575

i=1

bulunmustur. Anakiitle ortalamasini 0,99 olasilikla tahmin ediniz.

Coziim:
Zop =2,57
n_% 405
N 6000
)?:ZXi:3200:50
n 64
[ 72
So X, —-X) _ 1575 \/— 5
n—1
= S
X - a/Z\/_<lu<X+Za/2ﬁ
5 5
50_2’57ﬁ< Y2 <50+2,57ﬁ
48,4 < u<516

ORNEK 7: Bir anakiitleden alinan 200 birimli 6rnek i¢in su degerler hesap-
lanmustir.
200

DX, =1500
i=1

200
DX, =12500

i=1
anakiitle ortalamasini 0,80 giiven olasilig1 ile tahmin ediniz.
Coziim:
Zop—> 1-00.=0,80/2 = 0,4— tablodan Z,» =1,28

005 > .=

T
poIK 1500
n o 200

X2 _
&:\/17)(2: @_(7 5)* =462,5-56,25
n 200
=46,25=2,5
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S=6,]— =2,51/ 200 =2,5.1,002 = 2,505
n—1 200-1

= S = S
X-Z,,——=<u<X+272,,—
/2 \/; /2 \/;
7,5-1,28 2,505 <u<75+1.28 2,505
/200 4200
7,5-0,22 < u<7,5+0,22
7,28<u<7,72

) ORNEK 8: 1000 birimli bir anakiitleden alman 6rnek asagida verilmistir.
(Ornek iadesiz se¢imle diizenlenmistir.)

X; fi £X; X,-X (X,-X) fi (X, - X)’
2 11 22 2 4 44
3 26 78 -1 1 26
4 45 180 0 0 0
5 30 150 1 30
6 9 54 2 4 36
121 484 136

0,9544 giiven olasilig1 ile bu 6rnegin alindig1 anakiitle ortalamasini tahmin ediniz.
Coziim:

Zap—> 1-00.=0,9544/2 = 0,4772— tablodan Za, =2

n o2l 61215005 o= (N0
N 1000 Jn VN -1
g MK 484
3, 121
(X, - X)? 136
o = ‘/ = 1133 =1,064
3 -1 121-1
o - N-n _ 1064 [1000-121 _ 0

U VN-1T i2i Vo 121-1
X—-Z,,0;<u<X+72,,03
4-0262< 11 <4+0,262
3,476 < u<4,524



Tahmin Teorisi 329

ORNEK 9: Normal dagildig: bilinen ve varyansi 81 olan bir anakiitleden 25

birimli bir rnek alinmistir. Ornek ortalamast 150 bulunduguna gore 0,90 olasilikla
anakiitle ortalamasini tahmin ediniz.

Coziim: Anakiitle dagilimi1 normal oldugundan n <30 olsa da normal dagilim
tablosundan yararlanilacaktir.

Zop =1,64

n 2 (o2
—<0,05 > o =8156=9> 0. =—
N Y
= o = o
X-Z,,—=<u<X+2Z,,—
/2\/; /2\/;
2

V81

150—1,64%< M1 <150+1,64
81

148,36 < 1 < 151,64

ORNEK 10: A makinesinin iirettigi hatali mamiillerin orani arastirilmaktadir.
Bu amagla makinenin irettigi 2000 mamiilden 180 adedi tesadiifi olarak secilerek,
bunlardan 27 adedinin hatali oldugu anlasilmistir. 0,01 hata pay1 ile makinenin tiret-
tigi hatali mamiil oranini tahmin ediniz. (Se¢im iadesizdir.)

Coziim:

Zaop =2,57

180 0095005 >0 =‘/ﬂ.‘/N_”

N 2000 ’ n \ N-1

pq |N-n pq |N-

-Z ‘/—.‘/—<P< +Z ‘/—. -

P al2 » N-1 p al2 n N_1
27

P=—=0,15
180

o - /ﬂ'\/N—n 2\/0,15.0,85.\/2000—180 0,025
Y n VN1 180 20001
0,15-2,57.0,025 <P < 0,15+2,57.0,025
0,085 <P <0,21

ORNEK 11: Varyanslarmin birbirine esit oldugu bilinen iki anakiitleden al-
nan Ornekler ile ilgili bilgiler asagida verilmistir.
n =12  X,=158 S =10

n=15 X,=141 §,=14

0,95 giiven olasilig1 ile ortalamalar arasindaki farki tahmin ediniz.
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Coziim:

n; <30, n, <30 oldugundan ni+n,-2 serbestlik dereceli t dagilimi, to,052,12+152 =
t0,025,25=2,060

ol =0,
oldugundan,
g |01 =DS? +(n, ~1)S?
n +ny,—2

=124

B \/(12 —1)(10)* +(15-1)(14)?
a 12+15-2

= 12,4‘,L+L =4,8025
12 15

()?1 _yz)_ta/zayr;?z <y — ) < ()?1 _)?2)‘”0[/20;?1,)?2

(158-141)-2,060(4,8025) < (14, — 11, ) < (158-141)+2,060(4,8025)
7,11 < (1, — w,) <26,89



	Anakütle varyansı bilinmiyorsa ve anakütle dağılımı normal dağılım ise veya normal dağılım kabul ediliyorsa, örnekleme dağılımı t dağılımı olacağından Z(/2 değerini belirlemek için normal dağılım yerine t dağılımı kullanılır.
	N =5000


