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BOLUM 13

BASIT REGRESYON
VE KORELASYON

Istatistiksel arastirmalarda iki veya daha ¢ok degisken arasindaki iliskinin in-
celenmesi gerekebilir. Degiskenler arasindaki iliskinin belirlenmesi i¢in farkli yon-
temlerden s6z edilebilirse de, en ¢ok kullanilan yontemler olduklarindan ilk olarak
akla regresyon ve korelasyon analizi gelmektedir.

Degiskenler arasindaki iliski matematiksel bir modelle agiklanabilecegi gibi,
iliskinin derecesi ve yonii bir katsay1 ile de ortaya konabilir. Iligkinin nasil incelenece-
81 konusundaki tercih aragtirmanin 6zelliklerine ve arastirmaciya gore degisecektir.

Bu boliimde 6nce basit dogrusal regresyon, daha sonra dogrusal korelasyon
aciklanacak ve bu konuda gerekli agiklamalar yapildiktan sonra regresyon ve kore-
lasyon arasindaki iligki ortaya konacaktir.

13.1. BASIT DOGRUSAL REGRESYON

Degiskenler arasindaki iligkinin matematiksel bir model ile agiklanmasina
regresyon analizi adi verilmektedir. Basit dogrusal regresyondaki basit kelimesi iki
degisken arasindaki iliskinin incelendigini, dogrusal kelimesi ise degiskenler arasin-
daki iliskiyi agiklamak i¢in kullanilacak matematiksel modelin dogrusal oldugunu
ifade etmektedir. Iki degisken arasindaki iliskiyi agiklamak icin kullanilacak dogrusal
modelin matematiksel ifadesi,

Y=a+bX

seklinde olacaktir.
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Basit dogrusal regresyonda, degiskenler arasindaki iligki yukarida verilen fonk-
siyona benzer bir fonksiyon ile agiklanirken modelin a ve b parametrelerinin belirlen-
mesi gerekecek ve bunun i¢in degiskenlerin birlikte degisimini gosteren bir bilesik
seriden yararlanilacaktir. Degiskenler arasindaki iliskiyi agiklayan seri ¢ok sayida
degerden olusacak ve iligkiyi belirlemek igin serinin tiimiiniin analizde kullanilmasi
gerekecektir. Serinin birim sayismi N ile ifade edersek, N birimin olusturdugu ana
kiitlenin bir dogrusal regresyon modeli olacaktir. Anakiitle regresyon modeli,

Yi=a+X

seklinde yazilirsa bir hata yapilmis olacaktir. Uygulamada karsilasilabilecek tiim
degiskenleri disiiniirsek, hangi degisken ¢ifti alinirsa alinsin aralarinda tam dogrusal
bir iligki oldugu sdylenemez. Degiskenler arasindaki iligkiyi en iyi agiklayan model
dogrusal model olsa bile baz1 sapmalar s6z konusu olacaktir. Bu nedenle anakiitle

regresyon modeline hata terimi olarak adlandirilan ve &; ile ifade edilen bir degiske-

nin daha eklenmesi ile modelin,
Yi= a+BXit+¢g,

seklinde ifade edilmesi gerekecektir. Sekil 13.1'de verilen dagilimin noktalarla goste-
rildigi serpilme diyagrami goriilmektedir. Diyagramda yer alan verilerin dagilimina
dikkat edilirse bu iliskinin agiklanmasi ig¢in dogrusal modelin uygun olacag: anlasila-
caktr.

Bu modelin grafigi ¢izildiginde elde edilecek dogruya regresyon dogrusu adi
verilecektir.

Sekil 13.1

Regresyon dogrusunun bu diyagramda goriilen noktalar arasindan, degisken-
ler arasindaki iligkiyi en iyi agiklayacak sekilde gecirilmesi gerekecektir. Regresyon
dogrusu iizerinde yer alacak ve teorik degerler olarak adlandirilan degerler ile gercek
degerler arasindaki fark, hata yani gergek degerlerden sapmadir. Sekilde gdsterilen
X degerinin karsilig1 olan Y; degeri gercek deger ve regresyon dogrusu iizerinde yer
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alan );1 degeri ise teorik degerdir. Bu teorik deger gercek Y degerinden kiigiik oldu-

gunda ¢, hata terimi,
& =Y-%, ve  Y>7,

olacagndan &, pozitif olacaktir. Diger taraftan X, degerinin karsilig1 olarak regres-

yon dogrusu iizerinde yer alan )}2 teorik degeri ile gercek Y degeri icin &, hata
terimi,

& =Y, —fz ve )}2 >Y,
oldugundan &, negatif olacaktir. Goriildiigli gibi hata terimleri pozitif veya negatif

isaretli olabilir. Uygulamada verilerin ¢cok sayida olmasi; politikalarin veya teknolo-
jinin degismesinin degiskenler arasindaki iliskiyi etkilemesi gibi nedenlerle anakiitle
regresyon modelinin parametreleri anakiitleden alinacak 6rnek ile tahmin edilecektir.
Bu nedenle N birimli ana kiitleden n birimli bir 6rnek alinacak. Anakiitle dogrusal
regresyon modelinin 6rnekten tahminini,

Y, =G+ BX, +e,

olarak gosterilecektir. @, o 'mn; ,é , ’nimn tahminini &£, ise anakiitle hata terimi
eimin drnekten elde edilecek degerlerini gdstermektedir.

Regresyon modelinde Y; degiskeni etkilenen degiskendir ve bagimli degisken
olarak adlandirilir. Bagimsiz degisken olarak adlandirilan X; degiskeni ise etkileyen,
sonug yaratan degiskendir. Bu nedenle degiskenlerin hangisinin bagimli hangisinin
bagimsiz degisken olarak alinacagi dnemlidir. Ornegin, gelir, tiiketim iligkisinde gelir
tiiketimi etkilendiginden, gelir bagimsiz tiiketim ise bagimli degisken olarak ciro, kur
iliskisinde ise ciro kar etkileyeceginden ciro bagimsiz kar bagimli degisken olarak
almacaktir.

a, [? daha 6nce agiklandig: gibi anakiitle regresyon modelinin parametreleri-

nin tahminleridir. ¢ 'in tahmin edilen degeri matematiksel olarak X= 0 oldugundan
Yi'nin alacag1 degeri, yani regresyon dogrusunun Y eksenini kesim noktasini gostere-
cektir. @ regresyon analizinde bagimsiz degiskenin sifir degerini almasi halinde ba-
giml degiskenin alacag1 degeri gostermektedir. & sabit katsayi olarak da adlandirilir.

[;’ 'in tahmin edilen sayisal degeri matematiksel olarak regresyon dogrusunun

egimini verir f , regresyon analizinde bagimsiz degiskenin degerinin 1 birim artmasi
veya azalmasi karsisinda bagimli degiskenin degerinin ne kadar artacagini veya aza-

lacagini gostermektedir. Bagimsiz degiskenin katsayisi olarak da adlandirilan ﬁ

degiskenler arasindaki iligkinin yoniinii de gosterir. ,é 'in isareti negatif ise degisken-
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ler arasinda ters yonlii B 'nin isareti pozitif ise degigkenler arasinda dogru yonlii,

iligki olacaktir. Degiskenler arasinda iliski yoksa /;’ 'in sifir olmasi gerekecektir.

Regresyon analizi ile ilgili olarak bu bolimde verilecek formiiller ile yapilacak
tahminlerin gegerli olmasi, hata terimleri ile ilgili ve temel varsayimlar olarak adlandi-
rilan varsayimlarin gegerliligine baglidir. Bu varsayimlar soyle siralayabiliriz.

- Normallik: Hata terimlerinin dagilimi normal dagilimdir.
- Sifir Ortalama: Hata terimlerinin dagilimlarinin ortalamasz sifirdir.
- Sabit Varyans: Hata terimlerinin her birinin dagilimimin varyans sabittir.

- Otokorelasyon olmamasi: Hata terimleri arasindaki iligkiye otokorelasyon
denir. Bu varsayima gore hata terimleri birbirini etkilemeyecektir.

- Xj degiskeninin tesadiifi degisken olmamasi
Bu varsayimlardan bir veya birkaginin gecerli olmamasi halinde sonuglarda
sapmalar meydana gelecektir. Varsayimlardan sapmalar olarak adlandirabilecegimiz;

varsayimlarin gegerli olmamasi durumu olduk¢a genis bir konudur ve burada anla-
tilmayacaktir.

Ornekten anakiitle parametrelerinin tahmininde kullanilacak formiilleri elde
etmek i¢in istatistiksel tahmin teorisinden yararlanilir ve formiiller ¢esitli yontemlerle
elde edilebilir. Ancak bu yon-temlerden en ¢ok kullanilani en kiiciik kareler yontemi
oldugundan burada parametrelerin tahmini i¢in kullanilacak formiillerin bu yontem
ile elde edilmesine yer verilecektir.

13.1.1. Parametrelerin Tahmini

En kiigiik kareler yonteminde, parametrelerin tahmininde kullanilacak formiil-
ler gergek ve teorik degerler arasindaki farklarin kareleri toplami minimum olacak
sekilde belirlenir. Regresyon analizinde gergek degerler ile teorik degerler arasindaki
farklar hata terimi ile ifade edildigine gére o ve £ hata terimlerinin kareleri topla-

mi1 minimum olacak sekilde tahmin edilecektir.

Hata terimlerinin kareleri toplamini T ile ifade edersek,

r=Ye =37
i=1 i=1
olacaktir. Teorik degerler
V.=a+pX, Yi=a+f X

denkleminde X; degerleri yerine konarak elde edileceginden,



Basit Regresyon ve Korelasyon 387

[Yz _a_ﬂXi:F

i=

yazilabilir. T'yi minimum yapacak o ve S degerlerini belirlemek i¢in, T'nin o ve
f ’ya gore kismi tiirevleri alinip sifira esitlenecektir. Kismi tiirevler;

oT -
£=2;(K—a—ﬁX,-)(—l)

ol N o -~
5 - 22 W-a - - xX))

i=1

olacaktir.

Kismi tiirevleri sifira esitleyip, tahmin olduklari i¢in a ve B’y1, a ve ﬁ ile
gostererek gerekli diizenlemeleri yaparsak,

22(}1 —a-px,J-1)=0
22(1@ —d—/}Xl.X—XI.):O

denklemleri elde edilir ve bu denklemler normal denklemler olarak adlandirilmakta-
dir. @ ve A 'mm tahmini i¢in bu iki bilinmeyenli denklem sisteminin ¢dziilmesi
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gerekmektedir. T'nin ikinci tiirevleri alinirsa tahmin edilecek degerlerin minimum
olacag goriilecektir.

ORNEK: Asagida verilen serinin basit dogrusal regresyon modelinin para-
metrelerini tahmin ediniz.

Yi Xi XiYi Xi2
2 6 12 36
3 7 21 49
5 9 45 81
8 13 104 169
12 15 180 225
30 50 362 560

D Y=na+pY X,
D XY=a) X, +p) X}
~10/30=56+503
362 =506 + 5603
~300 =504 — 5003
362 =504 + 5603
62=0+607

. 62
=22 21,03
F=%

30 =54 +50(1,03)

30-515
5
iki bilinmeyenli denklemlerin ¢dziimii yerine, birinci denklemden & gekilir
ve ikinci denklemde yerine konursa,

ZK=nd+,@ZXi

o 2L 5 g

D XY =aY X+ B X}
> Xy, = (Y—/S’)?)ZX,. +BY X}

= 43
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ZX"Y" :YZXi +ﬁ’)?ZXI. +,6A’Z:Xi2

PR AASDIEI OIS D
ZXY YZX
ZXZ XZX

pay ve payday1 7 le carparak,
n

» D XY, —nXY
> -n(X)
elde edilir. Bu durum da & ,
d=Y-px

formiilii ile hesaplanabilir. Bu formiilleri katsayilarin gercek degerle tahmin formiil-
leri olarak adlandirabiliriz.

ORNEK: Normal denklemler ile ¢ozdiigiiniiz 6rnegi, katsayilarin gercek de-
gerlerden tahmin formiilleri ile ¢6ziiniiz.

D ¥,=30 D XY, =362
D X, =50 > x? =560

oldugundan ortalamalar,

5

olacaktir. Degerler formiillerde yerine konursa,
~ D> XY —nXY
. 2 X -n(X )2
_ 362 5(10)(6) 62
560—5(10)> 60
=6-1,03(10)=-4,3

olarak ayni1 sonuglar elde edilmis olur.

—==1,03 b=Y-px

Degiskenler i¢in ortalamadan farklar serileri diizenlenerek katsayilar tahmin
edilirse islemler kolaylasacaktir. Farklar serileri olusturuldugunda,
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Dy, -7)=0

i=1
olacagini aritmetik ortalamasinin 6zelliklerinden biliyoruz. Normal denklemlerde X;
yerine (Xi - X ) ve Y; yerine (Y; - Y ) koyarsak,

D Y =na+p) X,
D XY=a) X, + B X!
D (Y-T)=na+pY (X,-X)
DX =X -T)=a) (X, - X)+ B (X, - X’

Ortalamalardan farklarin toplamlari sifir olacagindan,
D (X=X -T)=B) (X, - X
5 2P0 D)

Z(Xi _)?)2

elde edilir. Bu durumda & ,

G=T-fi¥
seklinde tahmin edilebilir. Bu formiiller katsayilarin ortalamadan farklar ile tahmin
formiilleri olarak adlandirilabilirler.
ORNEK: Daha 6nce goziilen 6rnegi ortalamadan farklar formiilleri ile ¢oziiniiz.

Yi X oveY XX (- X)Y-Y) (X, -X)?

2 6 -4 -4 16 16
3 7 -3 -3 9 9
5 9 -1 -1 1 1
8 13 2 3 6 9
12 15 6 5 30 25
30 50 0 0 62 60

X=10

Y=6
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. X, -X)(¥,-Y)
5o 2 X

Z(Xi _)?)2

=Q:1,o3
60
G=Y-pBY

=6-1,03(10)=-4,3
olarak ayn1 sonuglar bulunur.

Kolaylik olmasi i¢in x; = X; - X ve yi=Yi- Y olarak tanimlarsak,
A inyi
ﬂ =
>

olacaktir.

Gergek degerlerin toplamlari, kareleri ve carpimlarinin toplamlari bilindiginde
ortalamadan farklar ile tahmin yapilmak isteniyorsa, ortalamadan farklar serilerinin
toplamlari kareleri ve ¢arpimlarinin toplamlari gercek degerlerden elde edilebilir.

DK, X = D 2K, + X
i=1 i=1

- in —ZfiX[ +i)_(2
i-1 -1 P

=Y X7 -2X) X, +nX’

i=1 i=1

-2X z X, ifadesini il carparsak,
n

i=1

n

> (X, -X) = Zn:)(f —2n)?ZX" +nX?
i=1

n

i=l

= Zn:Xf -nX?
i=1

olacaktir. Ayni sekilde,

n

PRSP AN
i=1

i=1

olarak elde edilebilir.
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3 (- FX, - By = 3 (X T, - ¥ X - T, + X7

i=1 i=1
=2X,.Y[ —)?Zn:x —172”:)(,. +iﬁ
i=1 i=1 i=1 i=1

=N AN . .n
-X ZY" ve —Y ZX , ifadelerini " ile garparsak,

i=1 i=1

n ,, >y Yx
(¥ =V)(X, = X) = Y XY, —nX = n¥ S 4 nXY7)
n n

i=1 i=1

= iX,.Yi —nXY

i=1

olarak bulunur.

ORNEK: Daha 6nceki verilen 6rnekte n =5, ZYI. = 30, ZX . =50,
zXin =362, ZXI.Z = 560 olarak bilindigine gore Z(Xi -X) ve
z (X, - X )Y, - Y) degerlerini hesaplaymiz.

n

Y= ZY -390
n 5
D (X, =Xy =) X —nX’
=560-5(10)>= 60
D (X, = X)X, -T) =D XY, —nXY
=362 —5(10)(6) = 62

bulunur. Bu sonuglar daha 6nce farklar serilerinden elde edilen sonuglar ile aynidir.

13.1.2. Teorik Degerlerin Hesaplanmasi

Bagimsiz degiskenin herhangi bir degeri i¢in regresyon modelinden hesapla-
nacak bagimli degiskenin degerinin teorik deger olarak adlandirildigindan daha 6nce
s0z etmistik. Diger bir ifade ile X; degerinin regresyon modelinde yerine konmasi ile

hesaplanan ve )}I gosterilen degerler teorik degerlerdir. X; degerleri Xi, X2, X3 ,......,
X, ise, teorik degerler,
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olacaktir. Bu degerler regresyon dogrusu iizerinde gergek Y; degerlerinin karsiligt
olan degerlerdir.

A

e =Y -7

1 1

oldugu ve regresyonun temel varsayimlarindan e =0 olacagi bilinmektedir.

n

S

i=1

n

E:

oldugundan, ancak

n

Ze,.=0

i=1

ise e = 0 olacaktir. Bu nedenle,

e -1
i=1 — i=1

n n

=0

olarak yazilabilir. Buradan,

n

D (F-1)=0
i=1

ve
PREOREL
i=1 i=1
-3,

i=1 i=1

A

bulunur. Bu sonuglara gore, gercek Y; degerleri ile teorik Y, degerlerinin farklarinin

toplamt sifir olacaktir. Ayrica, ger¢cek Y; degerleri toplami ile teorik );l degerleri
toplamlar1 birbirine esittir.
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ORNEK: Daha énce verilen 6rnek igin teorik degerleri hesaplayarak,

D= ve Y (K -1)=0

oldugunu gosteriniz.
Regresyon modeli Y;=-4,3 + 1,03X; olarak belirlenmisti.

Y| Xi Yz ei — Yl _ Y;
2 6 1,88 0,12

3 7 2,91 0,09

5 9 4,97 0,03

8 13 9,09 -1,09
12 15 11,15 0,85
30 50 30,00 0

Y,=-43+1,03 (6)=1,88
Y, =-43+1,03 (7)=2,91

L =-43+ 1,03 (9) =497
Y, =-4,3+1,03 (13)=9,09
Y,=-43+1,03(15)=11,15

>

13.1.3. Parametre Tahmincilerinin Varyanslar

Regresyon modelinin parametrelerinin varyanslarini hesaplayabilmek igin ana
kiitle hata tahminlerinin varyansinin hesaplanmasi gerekecektir. Anakiitle hata terim-

leri &, 'lerin varyansi,

ZN:(S[_E)Z

V(e)=0. =
(z) & N

olarak hesaplanacaktir. Regresyonun temel varsayimlarindan e = 0 oldugunu bilin-
diginden
N
D)
2 _ 4
& N
olacaktir. Goriildiigii gibi anakiitle hata terimlerinin varyanslarin1 hesaplayabilmek
icin anakiitle hata terimlerinin bilinmesi gerekmektedir. Ana kiitle hata terimleri
bilinmeyeceginden, hata terimlerinin varyansinin 6rnekten tahmin edilmesi gereke-
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cektir. Ana kiitle hata terimlerinin varyansinin drnekten elde edilen tahmini S’ ile

gosterilirse, ana kiitle hata terimlerinin varyansi érnekten,

@)

S =
n—2
formiili ile tahmin edilir. Formiilde, Zef 'nin n yerine (n-2)'ye bdliinme sebebi;
ornek hata terimleri varyansinin, anakiitle hata terimleri varyansimin sapmali tahmin-
cisi olmasidir. Verilen formiille hesaplanan S ana kiitle hata terimleri varyansinin

sapmasiz tahmincisi olmaktadir.

Sf 'nin hesaplanmasi i¢in hata terimleri kareleri toplaminin hesaplanmasi ge-

rekecektir. Daha 6nce teorik degerlerin hesaplanmasinda agiklandig: gibi, hata terim-
leri hesaplanarak bunlar yardimi ile hata terimlerinin kareleri toplami bulunabilir.
Hata terimlerinin kareleri toplaminin asagida verilen formiiller ile daha kisa yoldan
hesaplanmasi da miimkiindiir.

Y = a+ ﬁXi
oldugundan,
Dl =D (=T =D Y- (@+p)F

=D Y -a-pxr

yazilabilir.
G-T—j¥%
oldugundan,

Zeiz = Z[Yz -a _ﬁX[]z
= G- -0 - BY. 7
olacaktir. Gerekli diizenlemeleri yaparsak,
Dol =D Y-V + X -pX.T
=Y (% -1)-BX, - X)F
=Y [ =Y) + B> (X, - X)* =2B(%, - V)(X, - X)]
=Y G-V + (X - X) -2B) (%, -T)(X, - X)

olarak bulunur.
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s D =YX, -X)
)

Z(Xi _A_/)Z

oldugundan,
BY (X, =Xy =) (¥, -V)(X,-X)

olacaktir. Bu esitlikten yararlanarak,
28 = 20TV Y (X, =X =24 (% =T, - X)
=Y G-V + Y (%-V)(X,-X)-28) (% -T)(X, - X)
=) =YY =Y (% -T)(X, - X)

elde edilir. Ortalamalardan farklari,

yi=Yi-
ile ifade edersek,

Zeiz = Zin _ﬁzxiyi

olacaktir.

Hata terimlerinin kareleri toplami ortalamalardan farklar ile hesaplanabildigi
gibi, gercek degerler ile de hesaplanabilir.

Z(x. ~Y) =ZY2 —nY?

D -V)(X,-X) =D XY, -nXY
oldugundan bu esitliklerle,

Dl =) -V =B (¥, -T)X,-X)

=D ¥ —n¥? = B XY, —nXY)

olarak yazilabilir.

Y=6+pX
oldugundan,

Zeiz = ZYiz —nﬁ—BZX,.Yi +nﬁAﬁ

=Y V=¥ (a+pX)-BY XY, +nfXy
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:Z:Y,.2 —nd?—n,BAX_Y—ﬁA’ZX,.Yi +nfXY

=) ¥ -né¥ =By XY,

olarak bulunur.

ot

n

oldugundan ifade,

el :ZY?—n&ZY" -BY XY,

n

D =D Vi-ay vi-pYy XY,

seklini alacaktir.

ORNEK: Daha énce verilen 6rnegin hata terimlerinin varyansini hesaplaymiz.

Hata terimleri daha once hesaplandigindan
2

€ €i
0,12 0,0144
0,09 0,0081
0,03 0,0009
-1,09 1,1881
0,85 0,7225
1,9340

D" e’ =1,9340 olarak bulunur.

Hata terimlerinin kareleri toplami1 gergek degerler ile hesaplandiginda,
e =2 YAy Y, -BYXY,

ZYiZ =2 +(3)’ +(5)* +(8)’ +(12)* =246

DY, =30

D XY, =362

a=-43

B=103

oldugundan,
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D ef =246 ~(-4,3)(30)-1,03(362)
=2,14

olarak bulunur.

Hata terimlerinin kareleri toplami ortalamalardan farklar ile hesaplandiginda,

Dl =) -V =B (1 -T)X, - X)
Y = 6 olarak bilindiginden,
D F =) =)y -t
=246 — 5(6)> =66
D -V, - X) =62
D el =66-1,03(62)=2,14
olarak bulunur.

Goriildiigl gibi hata terimlerinin kareleri toplami hata terimlerinin teker teker
hesaplanarak karelerinin alinmasi halinde 1,934, diger sekillerde hesaplandiginda ise
2,14 olarak bulunmustur. Aradaki ¢ok kii¢lik ve dnemsiz fark, bagimsiz degiskenin
katsayisinin degerinin iki ondalikli alinmasindan kaynaklanmaktadir.

Zef = 1,934 oldugundan,

2
ei
S’ _Z_:%: 0,6446

¢ n-=-2 5=2
S, =4/0,6446 = 0,8029
olacaktir.

Regresyon modelinin sabit ve bagimsiz degiskenin parametrelerinin varyans-
lar1,

a2 ofl X’
O

. - o;
A ooy

formiilleri ile hesaplanacaktir. Gf,l_ bilinmeyip 6rnekten Se2 olarak tahmin edilecegin-

den, parametrelerin varyanslarini tahmin etmek igin,
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V2

2 2| 1 X
S2=8 t e
a el:n_'_z(Xi_X)Z}

S2
S% ==
TS, X
formiilleri kullanilacaktir.

ORNEK: Daha 6nce verilen 6rnek igin parametrelerin varyanslarini hesapla-

ymiz.
X =10
S? =0,6446
Z (X, - X)* =60
oldugundan,
2
Sa% = Sez l + X—_z
no (X, - X)
2
_0.6446 ~ + 19
560
=1,2032
S, =4/1,2032 =1,0969
ve

S2
S? = N D E——
TS, %y
10,6446
60

=0,0107
Sﬁ =4/0,0107 =0,1034
olarak bulunur.

13.1.4. Belirlilik Katsayisi

Bagimli degiskendeki degismelerin bagimsiz degisken veya bagimsiz degis-
kenler tarafindan acgiklanma oranini gosteren katsayiya belirlilik katsayis1 denmekte-
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dir. Basit dogrusal regresyonda tek bagimsiz degisken oldugundan, bagimli degis-
kendeki degismeler bu bagimsiz degisken tarafindan agiklanacaktir. Bagimli degis-
kende meydana gelen toplam degisme aritmetik ortalamadan farklarin kareleri top-
lamina esittir.

Toplam Degisme = Z(Y,- Y)Y = ZJ/,Z
P P

Sekil 13.2'de X; ve Y; gercek degerleri ile Y, teorik degeri goriilmektedir.

Y.

Sekil 13.2

Sekilden de goriildiigii gibi, bagimli degiskendeki degisme teorik degerin or-
talamadan farki ile hata terimi toplamina esittir.

¥, -¥)=(Y, -¥)+e,

taraflarin karelerinin toplamlari ise,

2E-T) = (-1 e
i=1 i=1
olarak elde edilir. Burada,

Z(Yi —Y)? = Toplam Degismeyi

i=1

Z ();l. —Y)? = Agiklanan Degismeyi

i=l

n n 2

Z el = Z ¥, - fi) = Agiklanmayan Degismeyi

i=1 i=1

gostermektedir.
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Belirlilik katsayis1 acgiklanan degigsmenin toplam degismeye orani olarak ta-
nimlandima gore, R? ile ifade edilen belirlilik katsayist,

> (-7
R =

> -y

i=1
olacaktir. (1- R?) ise agiklanmayan degismenin toplam degismeye oranini verecektir.

Bagimsiz degisken bagimli degiskendeki degismeleri hi¢ agiklamiyorsa agik-
lanan degisme sifira esit, bagimsiz degisken bagimli degiskendeki degismelerin tii-
miinii agikliyorsa acgiklanan degigme toplam degigmeye esit olacagindan,

0> (F-7) <3 (0 -T)
olacaktir. Taraflar toplam degismeye boliiniirse,
Y,-Y) Y,-Y)
0 20 ") 20 2
PN SN A SN A S

0<R*<1

olarak bulunur. R?, 0 ile 1 arasinda deger alir. R”nin degeri 1'e yaklastikga bagimsiz
degiskenin bagimli degiskendeki degismeleri agiklama orani artar, 0'a yaklastikca
bagimsiz degigskenin bagiml degiskendeki degismeleri agiklama orani azalir.

2T =0 -T) Y e
oldugundan,

2T -Y = -1 - e
olacaktir. Bu esitligi R? formiiliinde yerine koyarsak,

o 20T

D -y

DRI
D -ry

> -y

olarak bulunur. Yani, belirlilik katsayist agciklanmayan degismenin toplam degismeye
oraninin 1'den ¢ikarilmasina esittir. Ayn1 bagiml degisken i¢in farkli bagimsiz de-
giskenler ile olusturulacak regresyon modellerinden belirlilik katsayis1 daha biiyiik
olan model iliskiyi daha iyi agiklayacaktir.
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ORNEK: Daha &nce verilen 6rnegin belirlilik katsayisini hesaplayarak, bul-
dugunuz sonucu yorumlayiniz.

Daha 6nce ¢odzdiiglimiiz 6rnekte;

D el =1934

D (¥ -¥) =66

olarak bulunmustu.

ve

Toplam degisme:
2 (0 =7)* =66

Aciklanmayan degisme:
n 2

D (4 -1) =1934

i=1
oldugundan,
Aciklanan degisme:

Z()% —)7)2 = 66 - 1,934 = 64,066
i=1
olacaktir.

Aciklanan degisme yukarida verilen formiil ile hesaplanabildigi gibi seriden
de hesaplanabilir.

Y = 6 olarak bilinmektedir.
Y, v-Y  (-Y)
1,88 -4,12 16,9744
2,91 -3,09 9,5481
4,97 -1,03 1,0609
9,09 3,09 9,5481
11,15 5,15 26,5225
0 63,654

iki hesaplama sekli arasindaki fark katsayilarin degerlerinin tam alinmama-
sindan kaynaklanmaktadir.

R? :M:O,W

veya

R? =1—%=o,97
66
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olarak bulunur. Bu sonuca gore, bagimsiz degisken bagimli degiskendeki degismele-
rin % 97'sini agiklamaktadir. 1- 0,97 = 0,03 oldugundan bagimsiz degisken bagimh
degiskendeki degismelerin % 3'linii agiklayamamakta ve bu degisme diger degisken-
ler tarafindan agiklanmaktadir.

13.1.5. Katsayilarin Testi

Regresyon modelinin tahmin edilen katsayilarinin istatistiksel olarak anlamli
olup olmadig: test edilebilir. Bu amagla t ve F testi olmak tizere iki farkli test uygula-
nabilir. F testinin basit regresyonda uygulanmasi anlamli olmasa da burada kisaca
aciklanacaktir.

13.1.5.1. t -Testi

Katsayilarin ayr1 ayr istatistiksel anlamliligi t testi ile incelenir. Basit regres-
yonda sabit ve egim katsayilar1 olduguna gore bunlara ayri1 ayri test uygulanir. Katsa-
yilarin anlamlilig1 s6zkonusu oldugundan, sifirdan farkli olup olmadiklarina belirle-
nen hata payi ile karar verilecektir.

Katsayilar test edilirken hipotez testleri boliimiinde agiklandigr gibi 6nce hi-
potezler olusturulur. Sabit katsay1 test edilirken temel hipotez,

Hy:a=0
karsit hipotez, test ¢ift tarafli igin,
H :a#0
tek tarafli test icin ise,
H:a>0
veya
H :a<0

seklinde olusturulacaktir.

Hipotezler olusturulduktan sonra karar asamasinda kullanilacak kritik deger
veya tablo degeri belirlenir. Kritik degerin belirlenmesinde testin tek veya ¢ift tarafli
olmas1 yaninda drnek birim say1st da énemlidir. Ornek birim sayis1 30°dan biiyiik ise
ornekleme dagiliminin normal dagilim oldugu kabul edilir ve ¢ift tarafli test i¢in
Z,,, tek tarafli test i¢in Z_ degeri normal dagilim tablosundan belirlenen o hata

pay1 ile bulunur.

Ornek birim sayis1 30’dan kiigiik ise 6rnekleme dagilimi t dagilimidir. Basit
regresyonda t dagiliminin serbestlik derecesi (n-2)’dir. Belirlenen « hata payi ile t
dagilimi tablosundan gift tarafl test i¢in ¢,,,, tek tarafli test icin 7, degeri buluna-
caktr.

Hipotez testlerinde {igiincli adim test istatistiginin hesaplanmasidir. Sabit kat-
say1 i¢in test istatistigi,
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a-a
S.

a

=

dir. Sabit katsayinin sifira esitligi test edildiginden « = 0 alinir ve test istatistigi,
a
t=—
Sa

olarak hesaplanir.

Son olarak hipotezlerden birinin kabul karar1 hipotez testlerinde agiklandigi
gibi verilir. Kisaca tablodan bulunacak deger Z; ile ifade edilirse, hem tek hem g¢ift

tarafl1 testler ve hem t hem de normal dagilim i¢in |Z | < |Z ,| ise Ho hipotezi, |Z | > |Z t|
ise H; hipotezi kabul edilir.

Sabit katsaymin anlamliliginin testinde sifir hipotezi kabul edilirse (&= 0)

regresyon modelinin orjinden ge¢mesi sézkonusudur. Bu sonu¢ modelin degiskenler
arasindaki iliskiyi iyi agiklamadigi sonucunu dogurur.

Egim katsayisinin testinde hipotezler ayn1 sekilde olusturulur. Yani, hipotez-
lerdeki & ’nin yerini egim katsayis1 S alinir.

Temel Hipotez

H,:=0

Karsit Hipotez

H :p#0 Cift Taraflh

H :B> 0}

Tek Tarafli
H :p<0

Egim katsayisinin testinde tablo degerleri sabit katsayinin testi gibi belirlenir.
Egim katsayis1 i¢in test istatistigi,

olacaktir. Test istatistigi hesaplandiktan sonra hangi hipotezin kabul edilecegi karar1
ayni sekilde verilir. Egim katsayisinin testinde Hy hipotezinin kabulii X ve Y degis-
kenleri arasinda belirlenen hata payi ile iligki olmadigini ifade etmektedir.
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ORNEK: 14 devrelik veri ile basit dogrusal regresyon modeli,

Y =3,411-0,473X,
(1,219) (0,135)

olarak tahmin edilmistir.
a) 0,05 hata payu ile sabit katsayinin anlamli olup olmadigini test ediniz.
b) 0,01 hata payi ile egim katsayisinin tek tarafl: test ediniz.
a) n=14
a=3411
S,=1,219
Hy:a=0
H:a#0
t

t =2,179

a/2,n-2 —

t:i:ﬂzz,mg
Ss

0,05/(14-2=12)

1,219

|t| > |ta/2,1172|

2,798 >2,179 oldugundan H, hipotezi kabul, Ho hipotezi reddedilir.

b) n=14
B=-0473
S,é, =0,135
Hy,:f=0
H :p=0
tot,n—Z = t0,01/12 =3,055
=L 2208 5503
S, 0,135
B
11—

3,503 > 3,055 oldugundan H; hipotezi kabul, Ho hipotezi reddedilir.

13.1.5.2. F Testi

Coklu regresyon i¢in anlamli olsa da basit regresyon modelleri i¢in de F testi
yapilabilir. F testi bagimsiz degiskenlerin tiimiiniin katsayilarinin istatistiksel olarak
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anlamli olup olmadigini test eder. Basit regresyonda tek bagimsiz degisken oldugun-
dan basit regresyonda F testinin t testinden farkli bir anlami1 yoktur.

F testi basit regresyonun bagimsiz degiskeninin anlamli olup olmadigini test
edecektir. Bu nedenle temel hipotez,

H,:=0

olarak olugturulacaktir. F testinde tek tarafli test yapilamaz. Karsit hipotez Hy hipote-
zinin dogru olmadigini belirteceginden,

H :p=0
olarak olusturulur.

F test istatistigi regresyon tarafindan aciklanan degiskenin, agiklanmayan de-
gismeye oranina esittir. Test istatistigi,
2 G-
F — i=1
D (4 =T)/n-2)
i=1

i

dir. Test istatistiginin dagilimi F dagilimidir. Serbestlik dereceleri (1) ve (n-2)’dir. F
test istatistigi F tablosundan serbestlik dereceleri SDi=1 ve SD> =n-2 ve & hata pay1
ile bulunan tablo degeri ile karsilagtirilir.

F <Fa,1n2is€ Hy hipotezi,
F>Fon2ise H; hipotezi
kabul edilir.

F test istatistigi belirlilik katsayis1 R? ile de hesaplanabilir.

B R’ n—2_(n—2)R2
1-R*>" 1 1-R?

Basit regresyonda egim katsayisi i¢in hesaplanan t test istatistiginin karesi F
test istatistigine esittir.

2 _
t,=F
Bu esitlik sadece basit regresyon igin gegerlidir.

ORNEK: 10 devrelik veri ile regresyon modeli
Y, =2,271+0,371X,

Z(? —Y)? =206
i=1
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Z(Y— Y)? =8,71
i=1

olarak tahmin edilmigtir. 0,05 hata pay1 ile modeli F testi ile test ediniz.
H,:=0
H:p#0
SD; =1
SD; =n-2 = 10-2=8
Fo,1,n.2=Fo,05,1,5=5,32
Y,-Y)
o D T 206 1890
D (¥-¥)(n-2) 871/8
18,92 > 5,32 H; hipotezi kabul edilir.
Bu 6rnekte toplam degisme,

DTV =D =T+ (-1
=20,6 +8,71 =29,31
olacaktir. Bu sonugla,

(¥, -7)
R?= 2 7 _ 206 47008
> -1y 2931

bulunur ve
(- 2)R® _ (8)0,7028
1-R*  1-0,7028
olarak elde edilir. Bu &rnekte £ icin hesaplanacak t test istatistigi

~18,92

2 _ _
12 =F=1892

t, =43497
olacaktir. f=0,371 oldugundan,

=B
S

0,371

4,3497 =
b
S, =0,08529

bulunacaktir.



408 Temel Istatistik

13.1.6. Regresyon Modelinin Tahmin I¢in Kullanilmas

Regresyon modeli ile bagimsiz degiskenin alacagi farkli degerler i¢in bagiml
degiskenin degerleri tahmin edilebilir. Ornegin, bir isletme ydneticisi iirettikleri ma-
lin hangi fiyattan kac adet satilacagini veya gecmis yillarin cirolar ile karlar1 arasin-
daki iliskiden yararlanarak gelecek yilin cirosunu belirleyerek karmin ne olacagini
tahmin etmek isteyebilir.

Regresyon modeli tahmin i¢in kullanilacaksa, bagimsiz degiskenin tahmin
edilecek degerinin modelde yerine konmasi gerekecektir. Bagimsiz degiskenin X,
degeri i¢in, bagimli degiskenin tahmini degeri,

}}0 =a+ ﬁX 0
olarak elde edilecektir.

Anakiitle Y, degeri ile 6rnekten tahmin edilen I?O degeri arasindaki fark tah-
min hatasi olarak adlandirilir. Tahmin hatasinin varyansi,

v\2
S; =821+ 1, (XO—X)_Z
no (X, - X)
formiilii ile hesaplanir. Tahmin hatasinin varyansinin karekokii St ise tahminin stan-

dart hatasidir.

ORNEK: Daha 6nce verilen 6rnekte bagimsiz degiskenin 20 ve 25 degerleri-
ni almasi halinde bagimli degiskenin degerlerini tahmin ediniz ve her iki durum igin
tahminin standart hatasini hesaplaymiz.

Yi=-43+1,03X;
S =0,6446
D (X, -X)* =60

olarak belirlenmistir.

X,=20 igin Y, =-43+1,03(20)=163

ve bu durumda tahminin standart hatasi,

S, = S2[1+l+ (X = X)’
T e

no Y (X, -X)
—
_ |o,6aa6 14 L4 2010
5760 |
~1,3593

olacaktir.
X; =25 ig¢in Y =-43+1,03(25)=21,45
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ve bu durumda tahminin standart hatasi,

X, -X)?
S, =_|S? l+l+%
no (X, -X)

_ 2
_ Jo,m{l e

60
=1,7862

olacaktir. Goriildiigii gibi bagimsiz degiskenin tahmin edilen degerinin biiylimesi ile
tahminin standart hatas1 da biiylimektedir.

13.2. KORELASYON KATSAYISI

Regresyon analizinde degiskenler arasindaki iliski matematiksel bir model ile
aciklanmaktaydi. Regresyon modeli degiskenler arasindaki iliskinin yoniinii, bagim-
siz degiskenin isareti ile belirtmektedir. Ayrica degiskenlerin karsilikli degisimlerinin
0Ol¢iisii olarak kovaryansin hesaplanabileceginden daha 6nce s6z edilmisti.

Kovaryans anakiitle i¢in,

Zn‘,<X,- XY, -Y)
Kov(X,Y)=0,, ==

N

formiilii ile hesaplanacaktir. Anakiitle kovaryansi alinacak bir 6érnek ile tahmin edili-
yorsa, formiil,

Zn:(X,-—Y)(Y,-—Y)

S
o n-—1

olacaktir. Ornek kovaryanst,

> (X, - ), - T)
Kov(X,Y)=-"2

n

anakiitle kovaryansinin sapmasiz tahmincisi degildir. Payda n yerine (n - 1) alindi-
ginda formiil anakiitle varyansinin sapmasiz tahmincisi olmaktadir.

Kovaryans degiskenler arasindaki iliskinin yoniinii vermekte fakat standart bir
Olcii olmadigindan iligkinin derecesini belirlemede yeterli olmamaktadir. Ayrica,
kovaryans standart bir 6l¢li olmadigindan serilerin iligkilerinin karsilastiriimasinda da
yetersiz kalmakta ve bu nedenle korelasyon katsayist hesaplanmaktadir.
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Korelasyon katsayisi, kovaryansin degigkenlerin standart sapmalarina boliin-
mesi ile elde edilen standart bir dlgiidiir. Standart dl¢li oldugu i¢in degiskenler ara-
sindaki iligkinin yoniinii belirttigi gibi, iliskinin derecesini de belirtmektedir.

Verilen tanima gore anakiitle korelasyon katsayisi,

> 0x, - X, - )

_ Ow _ N _ (X =X -T)
p_ = =
o0y 0,0y No o,

olacaktir.

Anakiitle korelasyon katsayis1 drnekten tahmin edilirken kovaryans ve stan-
dart sapmanin sapmasiz tahmincileri kullanilarak,

r= Syr

Sy Sy
DX, - X, -7)

SXY — i=1

n—1
oldugundan, korelasyon katsayisinin tanim formdilii,

n

D (X, - X, -7)

i=1

(n=DSySy

olarak elde edilecektir. Burada,

Ve

formiilleri ile hesaplanacaktir.

Korelasyon katsayisinin hesaplanmasinda regresyonda oldugu gibi bagimli ve
bagimsiz degisken ayrimi yoktur. Bu nedenle sadece korelasyon katsayisinin hesap-
lanacag1 durumlarda degiskenlerden herhangi biri X;, digeri Y; olarak alinabilir.

Korelasyon katsayisinin degeri + 1 arasinda degisir.
Korelasyon katsayisi soyle yorumlanacaktir.
-1<r<+1

r =0 ise degiskenler arasinda iliski yoktur.
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r <0 ise degiskenler arasinda ters yonlii iliski vardir.
r> 0 ise degiskenler arasinda dogru yonli iligki vardir.

r'nin degeri + 1'e yaklastikca dogru yonlii iliski, -1'e yaklastik¢a ters yonlii
iliski kuvvetlenecektir. r'nin degeri sifira yaklasiyorsa iliski zayiflayacaktir.

r'nin degeri 0,50 civarinda ise iligkinin orta dereceli oldugu séylenebilir.

Ornegin; r = - 0,85 ise degiskenler arasinda r < 0 oldugundan ters y&nlii, fakat
r'nin degeri 1'e yakin oldugundan kuvvetli iliski olacaktir. Bu sonucu kisaca, degis-
kenler arasinda ters yonlii kuvvetli iliski vardir seklinde yorumlayabiliriz. Eger r =
0,15 ise, degiskenler arasinda r > 0 oldugundan dogru yonlii, fakat r'nin degeri 0'a
yakin oldugundan zayif iligki olacaktir. Bu sonucu kisaca, degiskenler arasinda dogru
yonlii zayif iligki vardir seklinde yorumlayabiliriz. r'nin degeri sifira ne kadar yakin
ise iliskinin zayif veya bire ne kadar yakin ise iligkinin kuvvetli olacagi arastirma
konusuna ve arastirmaciya gore degisebilir. Bu nedenle kesin sinirlarin ¢izilmesi
dogru olmayacaktir. Ayrica bu boliimde verilecek formiiller ile hesaplanacak kore-
lasyon katsayisi ile dogrusal iligkinin yonii ve derecesi belirlendiginden, yapilacak
yorumlarin tiimii dogrusal iliski ile ilgili olacaktir. Bu sekilde hesaplanan korelasyon
katsayisinin degerinin kiigiik olmasi, degiskenler arasindaki dogrusal iliskinin zayif
oldugunu gosterecektir.

ORNEK: Asagida verilen serinin korelasyon katsayisini tanim formiilii ile
hesaplayiniz.

Y, X, ¥,-7 X,-X (X,-X)¥-T) (-7 (X,-X)

1

2 5 -3 -2 6 9 4
5 4 0 -3 0 0 9
3 7 -2 0 0 4 0
7 8 2 1 2 4 1
8 11 3 4 12 9 16
25 35 20 26 30

> 0x, - X, 1)

(n=1)S,Sy

y:&:3_5:7
n

?:ZY' _2 s
n 5
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i(Xi _)?)2

n—1

_ /5301 = /7.5 =2,7386

> -7y
= _ /5261 = J6.5 =2,5495

n—1

. 20 20
(5-1)(2,7386)(2,5495) 27,9282

tanim formiiliinde Sx ve Sy formiillerini yerine koyarak, formiilde gerekli kisaltmalar
yapilirsa,

=0,7161

D (X, - X, - 1)

S -0 Yo -7
n—1 ' n—1

korelasyon katsayisinin ortalamalardan farklar formiild,

D (X, = X)(¥,-T)

V=
DX =X (-

olarak elde edilecektir. Ortalamadan farklar serileri,

xl.=Xl.—)7

=

yi:Y‘_Y

i

olarak ifade edilirse formiil,

zxiyi

a1
V z xiz Z Y i2
seklinde yazilacaktir.

ORNEK: Daha once verilen 6rnek igin korelasyon katsayisimi ortalamadan
farklar formiilii ile hesaplayiniz.

Daha once,

D (X, = X)(¥,-¥)=20
D (X, - X) =30

D (¥ -7) =26

olarak hesaplanmuist.
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2D
DX =X (-
20 20 0,7161

= = =
{2630 27,9284

Ortalamadan farklarin gercek degerleri ile hesaplanmasi icin agagida verilen
formiillerin kullanilabilecegini daha 6nce gostermistik.

D (X, = X)Y,-T) =D XY, -nXY
DX, =Xy =D X! -k’
PSSR A

Bu formiillerin, ortalamadan farklar ile hesaplanan korelasyon katsayis: for-
miiliinde yerine konmasi ile korelasyon katsayisinin gergek degerlerden hesaplanma
formiild,

D> XY, -nXY
r= — —
I X2 -n(XP 1YY -n(Y)]

olarak elde edilecektir.

ORNEK: Daha 6nce verilen 6rnek igin korelasyon katsayisin1 gercek degerler
formiilii ile hesaplayiniz.

Yi Xi YzXz sz Xiz
2 5 10 4 25
5 4 20 25 16
3 7 21 9 49
7 8 56 49 64
8 11 88 64 121
25 35 195 151 275

X=7

Y=5

ZXY—nﬁ

i S X —n(XP ALY 12 = ()]
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195-(5)(N(5)
V275 -5(7)* 11151 - 5(5)°]
20 20
~ 3026 279284

=0,7161

Korelasyon katsayist i¢in standart hata

1—#2
0',,:1,
n—2

formiilii ile hesaplanacaktir.

ORNEK: Daha 6nce verilen 6rnekte n = 5 ve r = 0,71 olarak hesaplanmust1.
Bu drnek igin,

2
o, = /ﬂzo’«)
5-2

olacaktir.

Korelasyon Katsayisinin Testi

Korelasyon katsayist r, anakiitle korelasyon katsayist p nun tahmincisidir.
Ornekten anakiitle korelasyon katsayis1 p = r olarak tahmin edilir. Korelasyon katsa-

yisl i¢in tahmin hatasi,
S - ,1 —r?
n—2

Tahmin edilen korelasyon katsayisinin istatistiksel anlamlilig1 i¢in hipotez tes-
ti yapilabilir. Temel hipotez,

dir.

H,:p=0
seklinde olusturulur. Karsit hipotez ise testin ¢ift veya tek tarafli olmasina gore,
H:p#0
veya
H :p>0
H :p<0
olacaktir.

Korelasyon katsayisinin anlamliliginin testi i¢in test istatistigi,

r—p
O,

r

7 =

temel hipotez p =0 oldugundan, o, 'nin de yerine konmast ile,
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olacaktir.

Test istatistiginin dagilimi n’e bagl olarak normal dagilim veya (n-2) serbest-
lik dereceli t dagilimidir. Hipotezlerden hangisinin kabul edilecegi karar1 t veya nor-
mal dagilim tablolarindan bulunacak degerler ile test istatistigi karsilagtirilarak veri-
lecektir. Uygun tablo degerini Z; ile ifade edersek,

|Z | > |Z[| olmasi durumunda H; hipotezi,
|Z | < |Zt| olmasi durumunda Hy hipotezi kabul edilecektir.

Ho hipotezinin, yani p =0 olmasinin kabulii korelasyon katsayisinin istatistik-
sel olarak anlamsiz oldugunu ortaya koyacaktir.

ORNEK: Daha 6nce verilen 6rnekte n=5"ti ve r =0.71 olarak hesaplanmusti.
0,05 hata pay1 ile degiskenler arasindaki dogru yonlii iligki istatistiksel olarak anlaml
mudir, inceleyiniz.

HO . p = 0
H:p>0
to,n-2= 10,053 =2,353

_rdn=2 _ 0,71¥5-2
Vi-r2 (1-71y
1,746 < 2,353 oldugundan Hy hipotezi kabul edilir.

VA =1,746

13.3. BASIT DOGRUSAL REGRESYON VE KORELASYON
ARASINDAKI ILISKI

Basit dogrusal regresyon modelinin bagimsiz degiskeninin katsayis1 ortala-
madan farklar ile,

> (X, - ¥, - 7)

ﬁ _ _i=l .
2 (X=X’

olarak hesaplaniyordu. Pay ve payday1 (n-1)'e bolersek,
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n

PUCEDICADD

i=1
ﬁ: n—1

D (X, -Xy

i=1

n—1

> (X, - )7, - T)

S2 — _i=l
XY n—1
DX, -X)
S2 — _i=l
* n-1
oldugundan,
Q_ Syx
B 52
olacaktir. Buradan,
Sy = ﬁS)Z(
olarak elde edilir. Korelasyon katsayisi,
r= Syx
SXSY
oldugundan yukarida yazilan esitlikle,
y= Sk - ﬁS_X
SxSy Sy
ve
f=ror
SX

olarak elde edilir. Goriildiigii gibi S ve Sy ile birlikte ,é biliniyorsa r, r biliniyorsa
,é hesaplanabilir.
ORNEK: Asagida verilen seride,
f=ror
Sy

oldugunu gosteriniz.



Basit Regresyon ve Korelasyon 417

X y-Y X-X X-X0O0-Y) -7 (X,-X)
5 8 -5 -7 35 25 49
8 7 -2 -8 16 4 64
6 12 -4 -3 12 16 9
10 15 0 0 0 0 0
14 23 4 8 32 16 64
17 25 7 10 70 49 100
60 90 165 110 286
— X,
X= Z 0. 15
n 6
_ >y
Y= Z _0_ 10
n 6
Y, = a+ ﬁXf
. D X -0 -Y
2K 0D 16 o
>, -xy 286
XD D
DX =X (-
165 165
= = = ,
V286110  177,3696
DX, -X)
pr 286
Sy = = =4/57,2 =7,56
6-1
(Y, -Y)’ o
s, =1+ = |—— =422 =4,69
n—1 6-1
f=ror
SX
=0,93 4,69 _ 0,57
7,56
Regresyon modelinde X; degerlerini yerine koyarak teorik degerler elde edili-
yordu.

Yi:d"':éXi
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esitliginde bagimsiz degiskenin katsayisi,
P S

:}"—Y
B S,

ve sabit katsay1

ﬁX

Sy
S

I
"<1|

oldugundan, esitlikleri yerine koyarsak,

Y, :Y—rS—X—i-r&X
S S

i
Y X

_T+rSa(x — X

Y

olacak ve bu sekilde tahminde yapilabilecektir.

ORNEK: Daha once verilen 6rnekte X =

}A’l.=17+ri
S

X

(Xi_)?)

oldugunu gosteriniz.

X=15

Y =10

B=057
oldugundan,

G=Y-px

=10-0,57 (15)=145

Y= 145+05725)=15,7

bulunur.

2:7+r§—Y(Xi—)?)

X
r =093
Sy =4,69
Sx=17,56
oldugundan

Y =10+ 093 5 (25 15)=15,7

>

25 i¢in teorik degeri hesaplayarak,
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olarak elde edilir.

Belirlilik katsayist,

ve

-1 =Y - Y)Z—ﬂZ(X X)(¥, - 1)

i=1 i= i01

oldugundan belirlilik katsaysi,
Z(Y Yy —ﬂZ(X X)(¥, - 1)
R*=1--=
Z(Y vy

olarak yazilabilir. Gerekli kisaltmalar yapilirsa,

BY (X, = X)(¥,~T)

R =1-1+—E—
> (=YY
i=1
pay ve payda (n-1)'e boliiniirse,

, pS
R =
Y

olacaktir. Korelasyon katsayisi,

SYX
SYSX

r =

oldugundan,

Sy =18y Sy

olarak elde edilir. Bu esitlik yukarida verilen R? esitliginde yerine konursa,

R BrS, S, _r/§

52 S,
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ve

- S,

r=p—=

B s,
oldugundan,

2 2
R =rr=r

olarak bulunur. Goriildiigii gibi basit dogrusal regresyonda korelasyon katsayisinin

karesi belirlilik katsayisina esittir.
ORNEK: Daha 6nce verilen 6rnekte
r* =R’

oldugunu gosteriniz.

Omnekte r = 0,93 , regresyon modeli,

Yi=1,45+0,57 Xi
D (X, = X)(¥,~T) =165

D (X, - X) =110

olarak belirlenmisti.

DE-1) =D (4-FV =D (X, - X)X -7)

=110-0,57 (165) = 15,95

e 2T 1595
> -vy 110

=1-0,145=10,855

? =(0,93)° = 0,8649

olarak bulunur. Hesaplama sekilleri arasindaki fark degerlerin yaklasik alimmasindan

kaynaklanmaktadir.

Regresyon modelinde X; bagimsiz, Y; ise bagimli degisken olarak alinmak-
taydi. X; bagimli, Y; bagimsiz degisken alinarak da regresyon modeli olusturulabilir.
Xi'nin bagimsiz, Yi'nin bagiml degisken oldugu regresyon modeli,

Y =ay — X,

ve Xi'nin bagimli, Yi'nin bagimsiz degisken oldugu regresyon modeli,

X, =ayy + Py,
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seklinde ifade edilirse, ikinci model ile ilgili hesaplamalarin yapilabilmesi i¢in daha
once verilen formiillerde X; ile Yi'nin yer degistirmesi yeterli olacaktr.

Yukarida verilen modellerin bagimsiz degiskenlerinin katsayilari,

> X, - D -7

ﬁYX: = " —

2 (X=X’
D YC iy
By = = n

> -1y

i=1

formiilleri ile hesaplanacaktir. Verilen bu katsayilar ¢arpilarak kare kokleri alinirsa,

n

> X, - D -1) DX, - B, - )
v ﬁAyxﬂAXY = |-= " A= n
Z(Xi -X)? Z(K -7y

X, - X1, )

\/im—f)zi(z 7y

olarak elde edilir. Bu durumda f,, ve f,, 'nin isaretleri birbiri ile ayni olacak ve
korelasyon katsayisi, regresyon modelinin katsayilari ile ayni isareti tagiyacaktir.

7

ORNEK: Asagida verilen seri igin,

r= VﬂAYXﬂAXY

oldugunu gosteriniz.

X y-Y X -X X-X)-Y)  (¥-Y)  (X,-X)
2 17 -3 5 -15 9 25

4 14 -1 2 -2 1 4

3 11 -2 -1 2 4 1

6 10 1 -2 -2 1 4

10 8 5 -4 -20 25 16

25 60 -37 40 50
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pote

n 5
_ >y
n 5

> X, - -

A

Py = = B —
DX, -X)
i=1
S !
50

> (- B, -7)
By =+ n

= =7 =-0,925
40

"=+ ﬁYXﬁXY
= 4/(=0,74)(-0,925) = 0,827

2D D
VDX =X (-
-37 -37

= =-0,827

T 5040 44721

13.4. EGRISEL KORELASYON VE REGRESYON

Buraya kadar yapilan agiklamalarda iki degisken arasindaki iligkinin dogrusal
oldugu kabul ediliyordu. Degiskenler arasindaki iligkinin dogrusal olmadig1 durum-
larda, bu iliskiyi agiklayacak egrisel modelin belirlenmesi gerekecektir.

Degisgkenler arasindaki egrisel iliskiyi agiklamak icin kullanilacak modelin
matematiksel seklini belirlemek i¢in yapilabilecek en basit islem serinin grafigini
¢izmektir. Cizilen grafik yardimi ile model belirlenebilirse de, grafikler yaniltict
sonuglar verebilirler. Bu nedenle, iliskiyi agiklamak i¢in uygun olabilecek modellerin
denenerek, bunlardan iliskiyi en iyi aciklayaninin, yani belirlilik katsayisi en yiiksek

olanmin se¢ilmesi daha dogru olacaktir.
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Degiskenler arasindaki iliskiyi agiklamak i¢in ¢esitli egrisel modeller kullani-
labilir. Burada en ¢ok kullanilan birka¢ egrisel modele yer verilecektir.

Serinin tek maksimumu veya minimumu varsa degiskenler arasindaki iligki,
Y=+ BX, + BX] e,

modeli ile agiklanabilir.

Y Y

x 0 X

Sekil 13.3

Yukarida verilen anakiitle regresyon modeli alinacak érnekten,
Y, = ﬁAo +/}1Xi +ﬁ2Xi2 +é&

olarak tahmin edilecektir. Modelin parametrelerinin en kiiciik kareler yontemi ile
tahmini, dogrusal modelin parametrelerinin tahminine benzer sekilde yapilarak mo-
del i¢in normal denklemler,

ZY: = nﬁAo +ﬂA|ZXi +18sz1‘2

p} i1 i1

YYX =B X AR X +BY X
i1 i1 s i1

iXXiZ = ﬁoiXiz +ﬂA1in3 +B2iXi4
i1 i1 i1 i1

olarak elde edilir. Bu durumda hata terimlerinin kareleri toplami,

n n

Y=Y -AY A Xy -4 X
-1 -1 -1 -1

i=1

formiilii ile hesaplanacaktir. Korelasyon katsayisi ise daha sonra ¢oklu regresyonda
yapilacak agiklamalara gore belirlenecektir.

ORNEK: Asagidaki serinin grafigini cizerek,

Y, =ﬁo +ﬁA1Xi +ﬁ2X[2 t¢&;



424  Temel Istatistik

regresyon modelinin parametrelerini tahmin ediniz.

Y X, X? X’ X! Y X, X'y,
4 1 1 1 1 4 4
5 2 4 8 16 10 20
7 3 9 27 81 21 63
10 4 16 64 256 40 160
9 5 25 125 625 45 225
8 6 36 216 1296 48 288
6 7 49 343 2401 42 294
49 28 140 784 4676 210 1054
Y, A
10 L

9 -

st

7k

6L

5L

4 -

3t

o F

i f

0 1 2 3 4 5 6 7 %

K:nﬁ0+ﬂAl Xi+B2 Xi2

i=1 i=1

Zn‘,Yin ::éozn:Xf +BliXi2 +B2iXi3
i=1 i=1 i=1 i=1

3 XXI'Z = ﬁAOZn:X? +ﬂAlZn:Xi3 +Bzzn:Xi4
i i-1 i-1 i=1

i=l1
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49 =74, + 283, +14053,
210 =285, + 1403, + 78453,
1054 = 1403, + 7843, + 4676 3,

~4/49="7f,+28p, +1404,
210 =284, + 1403, + 78453,

~196 =283, 1123, — 56013,
210 =283, + 1404, + 78453,

14 =0+ 28, + 2243,

~20/49 =75, + 2883, +14043,
1054 = 1403, + 7843, + 4676 3,

~980 = 14043, — 5603, — 28004,
1054 = 1403, + 7843, + 4676 3,

74 =0+2248, +18763,

—8/14 =283, + 2243,
74 =224, +1876 3,

—112=-2248, 17923,
74 = 2243, +1876 3,

~38=0+84p4,
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-38
=" =045
% 84
14 = 283, +224(~0,45)
14+100,8
=T g
By 3%
49 =7, +28(4,1) +140(—0,45)
B, = w — 04

Y, =-04+41X, -0,45X;

Serinin bir maksimumu ve bir minimumu varsa (Sekil 13.4) 6rnek regresyon
modeli,

0 X; 0 X:

Sekil 13.4
s P
Y =0+ BX, +B,X] + X +¢
serinin iki maksimumu ve bir minimumu veya bir maksimumu ve iki minimumu

varsa( Sekil 13.5) 6rnek regresyon modeli,

Y; Y.

Sekil 13.5
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Y, =ﬁo +£1Xi +/;72X[2 +ﬂA3Xi3 +/}4Xi4 +¢&;

olacaktir. Goriildiigii gibi denklemde bagimsiz degiskenin kuvveti serinin maksimum
ve minimum sayilar1 toplamindan bir fazladir. Bu tiir modeller i¢in normal denklemler
dogrusal modelin normal denklemlerinin elde edilmesine benzer sekilde elde edilecek
ve ¢0zlim i¢in tahmin edilecek parametre sayis1 kadar denklem olacaktir.

Serinin maksimum ve minimumu yoksa, fakat iligki dogrusal degilse (Sekil
13.6), degiskenler arasindaki iliski yar1 logaritmik veya tam logaritmik modellerle
aciklanabilir.

Y; Yi
0 X 0 X
YI YI
0 X 0 X,
Sekil 13.6

Degiskenlerden sadece birinin logaritmasmin alindigi modeller yar1 logarit-
mik model olarak adlandirilmaktadir.

Y, =&+ﬁlnXi+ei
ve
InY, =+ X, +e,

modelleri yar1 logaritmik modellerdir. Logaritmalar 10 veya e tabanina gore alinabi-
lir. Her iki degiskenin logaritmasinin alindig1 modele ise tam logaritmik model de-
nilmektedir.

Y, =a.X/ e

modelin logaritmasi alinirsa,
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InY, =lnd+AInX, +e,

olacaktir. Logaritmik modellerde Ine; olmas1 gereken hata terimleri kolaylik olmasi
icin ¢; ile ifade edilmistir.

Yar1 logaritmik ve tam logaritmik modellerin normal denklemleri ve korelas-
yon katsayis1 tanim formiilleri dogrusal model ile ayni sekilde elde edilirler. Elde
edilecek formiiller, Xi yerine In X; ve Y; yerine InY;’nin yer aldigi dogrusal regres-
yon formiilleri ile ayni olduklarindan burada formiillerin ¢ikartiimasi gosterilmeye-
cektir. Ayrica, logaritma alindiginda ortalamadan farklar formiilleri ile yapilacak
islemler gilicleseceginden sadece gercek degerler ile ilgili formiiller verilecektir.

K=&+ﬁ’lnX[+ei

Yar1 logaritmik regresyon modeli i¢in normal denklemler,

ZY" =n&+ﬁzn:ln)(,.

i=1 i=1

D Y(nx)=aY X, +A> (InX,)’
i1 i=1 i=1
olacaktir. Bu denklemlerden,

Z”:Yi(lnXi)—nY(ﬁ)
p-= —
> (inX,)’ - n(in Xy’

ve
&=Y - B(nX)
olarak elde edilir. Bu durumda korelasyon katsayisi,

ix(ln){i)—n?(ﬁ)

=

\/[Zan X, =n(n X1 ¥ =n(¥)]

i=1
formiilii ile hesaplanacaktir. Hata terimlerinin kareleri toplama,
D= -a) ¥,-p) Y(nx,)
i=1 i=1 i=1 i=1

olacaktir.
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ORNEK: Asagida verilen seri igin ¥, = & + BinX ; +e, regresyon modelinin

parametrelerini, S” degerini, korelasyon katsayisini, belirlilik katsayisini hesaplayi-

nmz ve X¢ = 10 i¢in );6 degerini tahmin ediniz.

Y, X, In X, (nX, 2  Y(nX,) y?
1 2 0,69314 0,48044 0,69314 1
4 5 1,60943 2,59026 6,43772 16
7 6 1,79175 3,21036 12,54225 49
13 8 2,07944 4,32407 27,03272 169
15 9 2,19722 4.82777 32,9583 225
40 30 8,37098 15,4329 79,66413 460

_ >y

o2t 40,

n 5

_ InX,
(InX)= z L= 8’375098 =1,67419
n

D ¥(In X,)~n¥ (In X)

>

Z(ln X)? —n(ln X)?

_ 79,6413 — (5)(8)(1,67419)

=

12,69653
©1,41834
a=Y - p(nX)
=8-8,95(1,67419)
=8-14,98 = -6,98
Y, =—6,98+8,95In X,

8,95

15,43290 — 5(1,67419)°

D ¥(In X,)=n¥ (In X)

=

J[Z (InX,)* = n(n X)) ¥ = n(¥)’]
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79,66413 — 5(8)(1,67413)
[15,43290 — 5(1,67419)*][460 — 5(8)°]
12,69653

~ J(L41834)(140)

_12,69653 _,
14,09140

=

>

=460 - (-6,98) (40) - 8,95 (79,66413)
=460 +279,2 - 712,99

=26,21
2
s? :—Ze"
° n-=-2
_ 26,21 _8.73
5-2

:1—@:1—0,187 =0,813
140

Y, =-6,98 + 8,95 (InXs)

= 6,98 + 8,95 (In10)
= -6,98 + 8,95 (2,30258)
= 13,62

Yar1 logaritmik regresyon modeli,
InY, = é + f3X,

ise normal denklemler,

i(lnYi) = nd+ﬂ”ixi

i=1 i=1
zn:X,.(lnx) :&iXi + ,Bi)(f
i=1 i=1 i=1

olacaktir. Bu denklemlerden,
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Z"‘,X,-anm—n()?)(ﬁ)
'é — =l

Z X2 —n(X)
i=1
ve
& =(nY)- X

olarak elde edilir. Bu durumda korelasyon katsayisi,

Z")Xxlnz)—n)?(ﬁ)

V=

\/[Z X =n(XPIY (nY)* ~n(in¥)’]

formiilii ile hesaplanacaktir. Hata terimlerinin kareleri toplamu ise,

n

Y=Yy -a> anry- 43 x,n)
i=1 i=1 i=1

i=1
olacaktir.
ORNEK: Daha dnce verilen seri i¢in InY, = & + [;’X ; regresyon modelinin pa-
rametrelerini, S° degerini, korelasyon katsayisini, belirlilik katsayisini hesaplayiniz

ve X =10 i¢in 1?6 degerini tahmin ediniz.

Y, X, InY; X, X,(nY) (nY)y

1 2 0 4 0 0

4 5 1,38629 25 6,93145 1,92179
7 6 1,94591 36 11,67546 3,78656
13 8 2,56494 64 20,51952 6,57891

15 9 2,70805 81 24,37245 7,33353
40 30 8,60519 210 63,49888 19,62079

_ InY.
(InY) = Z L= 8’6(;5 9_ 1,72103
n
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XXI-(lnx)—n)?(ﬁ)

B = -
ZX,? —n(X)?

63,49888 — (5)(6)(1,72103)
210-5(6)*

B=

_11,86798

=0,39
30

a=(nY)-B(X)
=1,72103 - 0,39(6)

=1,72103 -2,34 = -0,62
In Y =-0,62+039.X,

> X,(InY) - nX(in¥)

=

\/[Z X =n(XPIY (n%)* ~n(inY)’]

. 63,49888 — 5(6)(1,72103)
\/[2 10 —5(6)*1[19,62079 — 5(1,72103)*]

1186798  11,86798
J3B0)481) 12,0124

e =Y g2 -6 any)- 43 X, (n )
i= i=1 i=1 i=1

= 19,62079 - (-0,62) (8,60519) — 0,39 (63,49888)

0,98

1

=0,19144
2
S? =—Ze"
¢ n-=-2
_ 019144 e
2
R*=1- 2

D ¥, —(In¥)P
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2 Y~ (N =) (n¥)* ~n(inY)
=19,62079 — 5(1,72103)* = 4,81106
R o1 019144
4,81106
=1-0,039=0,961
InY, =-0,62+0,39.X,

=-0,62 +0,39(10)
=-0,62 +3,9=3,28
Y, =26,57

Tam logaritmik regresyon modeli,
InY, =lnd+AInX,

ise normal denklemler,

Z(lnx_) = nln&+/§2(1nX,.)
i=1 i=1

zn:(lny,)anx,.) = lndi(lnXi) +an:(1nx,.)2

i=1 i=l
olacaktir. Bu denklemlerden,

n

D" (inX,)(In¥) —n(in X)(InY)
,é _ _i=l

Z":(ln X)? = n(In X)?

Ve

Iné =(nY)- A(n X)

olarak elde edilir. Bu durumda korelasyon katsayisi,

Z":<1n X,)(InY;)=n(n X)(In¥)

r= i=1

\/[i(ln X)) —n(ﬁ)z][i (In%,)’ —n(In¥)’]

formiilii ile hesaplanacaktir. Hata terimlerinin kareleri toplami ise,

Z":ef = Zn:ln Y’ - (1nd)zn:1nx. - /?Zn:(ln X)(InY)
i=1 i=1 i=1 i=1

olacaktir.

433
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ORNEK: Daha 6nce verdigimiz InY, =Ind + ,[§ In X, regresyon modelinin
parametrelerini, S” degerini, korelasyon katsayisini, belirlilik katsayisini hesaplayi-

niz ve X, «= 10 i¢in Y¢ degerini tahmin ediniz.

Y, X, InY, In X, (InX,)(InY))
1 2 0 0,69314 0

4 5 1,38629 1,60943 2,23113

7 6 1,94591 1,79175 3,48658
13 8 2,56494 2,07944 5,33363
15 9 2,70805 2,19722 5,95018
40 30 8,60519 8,37098 17,00152

Daha once,

(InY)=1,72103 ) (In¥)*=19,62079
(InX)=1,67419 ) (InX,)* = 1543290
olarak hesaplanmuist.
. D (nX,)(In¥)-n(in X)(InY)
© ) (nx)’ - n(n X’
_ 17,00152—5(1,67419)(1,72103)
15,43290 — 5(1,67419)*
1,41834

s

Iné =(InY)- B(In X)
=1,72103 — 1,82(1,67419)
=1,72103 — 3,04702
=-1,32

InY, =-1,32+1,82(In X,)
D (InX,)(In¥;) ~ n(in X)(InY)
I 0 X =n(in X)) (In %)’ ~n(in¥)’]

~ 17,00152 — 5(1,67419)(1,72103)
J[15.43290 — 5(1,67419)][19,62079 — 5(1,72103)
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_2,59486
1,41834.4.81106

2,59486
2,61222 7

Dl =D (In¥)’~(né&)Y In¥, - > (InX,)In¥)

=19,62079 — (-1,32)(8,60519) — 1,82(17,00152)
=0,03687

2
e.
R*=1- z —
2 %~ (V)P
~0,03687
4,81106
=1-0,007 = 0,993

512

¢ n=2

~0,03687

=0,01229

In¥, =-1,32+1,82(In X,)

=-1,32 + 1,82(2,30258)
=2,87069

Y, =17,64

Ayni degiskenler igin farkli matematiksel yapidaki modeller denendiginde
bunlardan hangisinin degiskenler arasindaki iliskiyi daha iyi agikladiginin belirlen-
mesi gerekecektir. Modellerden hata terimlerinin kareleri toplami veya varyansi
kiiciik olan, degiskenler arasindaki iligkiyi daha iyi aciklamaktadir. Modellerin hata
terimlerinin varyansi veya karelerinin toplami ile karsilastirilabilmesi i¢in modellerin
bagiml degiskenlerinin ayn1 yapida olmasi gerekmektedir. Bu durumda hata terimle-
rinin varyansi veya kareleri toplam1 daha kii¢iik olan model degiskenler arasindaki
iligkiyi daha iyi agiklayacaktir.

Uygun modelin belirlenmesinde belirlilik katsayist da kullanilabilir. Bagimh
degiskenler ayni yapida olmadiginda da modellerin belirlilik katsayisi ile kargilasti-
rilmas1 miimkiindiir. Bagimli degiskenlerin bazilart gercek degerlerle, bazilari loga-
ritmik olarak ifade ediliyorsa bu modeller hata terimlerinin tahmincilerinin varyans-
lar1 veya karelerinin toplamu ile karsilastirilamazlar.

Bu durumda belirlilik katsayisi biiyiik olan model, degiskenler arasindaki ilis-
kiyi daha iyi agiklayacagindan bu modelin se¢ilmesi uygun olacaktir.
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ORNEK: Daha 6nce verilen 6rnek igin tam logaritmik ve yar1 logaritmik mo-
deller belirlenmisti. Ayni seri igin,

Yi =a+ ﬁXi
ve
Yi =a+ /}Xiz
Modellerinin katsayilarini tahmin ediniz.
Yi X[ th X’Y’ Yi2 XizYl X13 Xl4
1 2 4 2 1 4 8 16
4 5 25 20 16 100 125 625
7 6 36 42 49 252 216 1296
13 8 64 104 169 832 512 4096
15 9 81 135 225 1215 729 5661
40 30 210 303 460 2403 1590 12594
X=6
Y =8
Z XY, - nXY
¥
_303-5(6)(8)
210-5(6)*
_63 _21
T30
G=Y-px
=8-2,1(6)=-4,6
Y =-4,6+21X,

D= ¥-ay v-py Xy,

=460 — (-4,6)(40) — 2,1(303) =77

- _Z:Yz—n)72
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7,7

=1_m
=1-0,055=0,945

Y, =B+ BX, + p,X?

ZK =nf, +ﬁ,ZXi +,3sz1.2

DXL =B X, +BY X +B D X

DX =B X B X+ B X}

—6/40=5p8,+308, +2104,
303 =304, + 21043, +15903,

—240=-3043, 1803, — 12603,
303 =304, + 21043, +15903,

63=0+304, +3308,

—42/40 =58, +304, +2104,
2403 = 2103, + 15903, +12594 3,

~1680=-21043, —1260.3, — 88204,
2403 = 2103, + 15903, +12594 3,

723 =0+3308, + 37743,

~11/63=308, +3308,
723 =330, + 37745,

—693=-3304, —36304,
723 =330, +37745,
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30 =1445,

30

== =0,20
144

i3

63 =304, +330(0,20)

~ 63-66
B = 30
T
30

40 =5 3, + 30(-0,10) + 210(0,20)

~ 40+3-42
ho=—""5—
LY
5
Y, =0,2-0,1X,+0,2X]

Zeiz :ZYZ _ﬁozyz‘ _ﬁlinYi _IBAZZXiZ)Ii

=460 — 0,2(40) — (-0,1)(303) — 0,2(2403) =1,7

2
R? :1_Z—ei_
zYiz —nY?
Y
460 — 5(8)*

17
140

=1-0,012 =0,988

=1

13.5. COZUMLU ORNEKLER

ORNEK 1: Bir bolgede yasayan ailelerin yillik ortalama gelirleri ile ulasim
harcamalar1 agagida verilmistir. (1=1000 TL)
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Yillar Gelir Ulasim H.
2002 5,2 0,7
2003 8,5 0,9
2004 13,4 1,5
2005 20,2 2,3
2006 30,5 3.4
2007 42,0 4.1
2008 59,3 52
2009 80,9 5,9
260,0 24,0

a) Serinin grafigini ¢iziniz.

b) Basit dogrusal regresyon modelinin parametrelerini tahmin ediniz.

¢) Parametre tahmincilerinin varyanslarini hesaplayiniz.

d) Korelasyon katsayisini hesaplayiniz.

e) Belirlilik katsayisini hesaplayiniz.

f) 2010 yilinda ailelerin ortalama gelirlerinin 2009 yilina gore % 60 artacagi varsa-
yimu ile 2010 yili ortalama ulagim harcamalarini tahmin ederek, tahminin stan-
dart hatasini hesaplaymiz.

g) Sabit ve egim katsayilarini 0,05 hata payi ile ¢ift tarafli olarak test edin.

h) F testini yaparak ; =F bagmtisin1 gdsterin.

Coziim:

Y, X; XY, X; Y}

0,7 5,2 3,64 27,04 0,49
0,9 8,5 7,65 72,25 0,81

1,5 13,4 20,10 179,56 2,25
2,3 20,2 46,46 408,04 5,29
3,4 30,5 103,70 930,25 11,56
4,1 42,0 172,20 1764,00 16,81
52 59,3 308,26 3516,49 27,04
59 80,9 477,31 6544,81 34,81

24,0 260,0 1139,42  13442,44 99,06
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a)

0 10 20 30 40 50 60 70 80 x

_ 1139,42-8(32,5)(3)
13442,44 —8(32,5)*
359,42
499244

=0,071

G=T - ¥
=3-0,071(32,5) = 0,692
Y, =0,692+0,071X,
Gelirin bin Tiirk lirasi artmasi halinde ulagim harcamalari (0,071 x 1.000 =)

71 TL artmaktadir. Gelir olmasa bile (X; = 0) (0,692 x 1.000 =) 692 TL ulasim har-
camast yapilacaktir.

2
e:
a) S’ = Z :
) Si==
D=y -ay =By Xy,
=99,06 — 0,692(24) — 0,071(1139,42)
=1,553
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Ve

1,553

52
© 8-2

=0,258

2
S; :Sj l_;,_X—_
no (X, -X)

DX, =Xy =) X! -nX’

= 13442,44 — 8(32,5)* =4992,44

S2 =0,258 l+ (32.5)°
“ 7 8 499244

=0,08683

S2
S2 e e
P - XY

0,258

=—22° _ _0,000051
499244
d)

o D XY, -nXY
\/[ZX,? ~nX 1YY -n¥ ]

_ 1139,42 —8(32,5)(3)
\/[13442,44 —8(32,5)71[99,06 — 8(3)*]

B 359,42
|(4992,44).(27,06)

359,42
367,55

=0,977

e) R*=r>=(0,977)" = 0,954

D el =1553
Z(Y—W :ZY,2 —nY?

= 99,06 — 8(3)2 = 27,06
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=1-0,057=0,943

Gelir, ulagim harcamalarindaki degismelerin yaklasik % 95'ini agiklamaktadir
f) Artig oran1 0,60 olursa 2010 y1l1 geliri
(80,9)(1,6) = 129,44

olacaktir.

Y, = 0,692 + 0,071 X9

0,692 + 0,071 (129,44) =9,882

Sr = 1+1+ (X —X)° }
n (X X)?

02581+ , (129.44-325)"
8 499244

=./0,77588 = 0,880
g) ¥, =0,692+0,071X,
S: =0,08683

S, =0,2946
S/z; =0,000051 Sﬁ =0,0071
olarak bulunmustur.
« ’nin testi:
Hy:a=0
H :a#0

ta2,n2 = to,0s2,82 = 2,447

_ 4 0,692
S, 0,2946

=2,348

|2,348| < |2,447| oldugundan H, hipotezi kabul edilir

f 'nin testi:
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H,:=0
H :+#0

ta2,n-2 = to,0s2,8-2 = 2,447

|10| > |2,447| oldugundan H; hipotezi kabul edilir.

h) H,: =0
H :p=0
Fo,1,n2=Fos,1,6 =5,99
_ R* n-2
1-R* 1

0,943 é=99,26

T1-09431
99,26] > [5,99| oldugundan H; hipotezi kabul edilir.

=10

tg=

t," =(10)* =100= 99,26

sapma islemlerden kaynaklanmaktadir.

ORNEK 2: Bir ailenin yedi yillik geliri ve gida harcamalar asagida verilmis-
tir. (1 =100 T.L.)

Yillar Gelir Gida
Harcamalari

2003 13 3
2004 18 4
2005 24 6
2006 31 9
2007 25 8
2008 45 15
2009 54 11

210 56

a) Y =pf,+ pBX, +e regresyon modelinin parametrelerini tahmin ediniz.

b) Hata terimlerinin varyansini tahmin ediniz.
¢) Korelasyon katsayisini hesaplayiniz.
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d) Belirlilik katsayisini hesaplayimiz.
e) Ailenin 2010 yil1 gelirinin en az 650 T.L.

, ve en ¢ok 800 T.L. olacaginmi tahmin

edildigine gore kisinin 2010 yil1 gida harcamalarimi tahmin ediniz.

Coziim:
Yo Y% X-X Y-V (X -X)Y-Y) (KN -XP (KT
13 3 -17 -5 85 289 25
18 4 -12 -4 48 144 16
24 6 -6 -2 12 36 4
31 9 1 1 1 1 1
25 8 -5 0 0 25 0
45 15 15 7 105 225 49
54 11 24 3 72 576 9
210 56 0 0 323 1296 104
_ X,
o ¥ 2200
n 7
QT

7
.Y XX 1)
53

B Z(Xz _)?)2

n

= 8-0,249 (30) = 0,53
Yi=0,53 + 0,249 X;

Gelirin 100 TL artmasi gida harlamalarini 100 x 0,249 = 24,9 lira arttiracaktir.
Ailenin gelirinin olmamas1 durumunda gida harcamalar1 100 x 0,53 = 53 TL olacaktir.

b) sj:&

n—2

D= -V =B (X, - X)(¥,-7)

=104 -0,249(323) =23,573

S’ =L5723:4,7146
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D (X, - X)(¥,-Y)

DX =Xy, =Yy
323
1/1296.104

323
367,12

c) r=

=0,879

Gelir ile gida harcamalar1 arasinda dogru yonlii kuvvetli iligki vardir.

d) R* =r* =(0,879)> =0,772

2
R*=1- —Z o
d-vy
23,573
104
=1-0,226=0,774
Gelir, gida harcamalarindaki degisimin %77,4 inii agiklamaktadir.

e) Yi=0,53+0,249 X;

veya

-1-

)?10,1 =650
X\, =800
¥y, = 0,53 +0,249(650) = 167,15

Yy, = 0,53 +0,249(800) = 204,5

Ailenin 2010 y1il1 geliri 650 TL olursa gida harcamalar1 100 x 167,15 = 16715

lira, 800 TL olursa gida harcamalari 100 x 204,5 = 20450 TL olacaktir.

ORNEK 3: Asagida bir isletmenin 12 yillik satislar1 ve karlari ile ilgili olarak

asagidaki degerler hesaplanmistir. (1=100 T.L.)

]ZZZY,:% in =1064 ]ZZZX[Y,.=6564
i=1 i=1

i=1

i=1

122:)([ =666 i){f =42922
i=1

Bu degerlerden yararlanarak,
a) Basit dogrusal regresyon modelinin parametrelerini tahmin ediniz.

b) Korelasyon katsayisini hesaplayiniz.
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c) Belirlilik katsayisini hesaplayimiz.

Coziim:

_ >y
n 12

_ Yy,
:Z 666 oo
12

Z XY —nXY
P

6564 -12(55,5)(8)
42922 —12(55,5)*

_ 1236 _ ~0.207

5959
d=Y-px
=8-0,207(55,5) = -3,488
Yi=- 3,488 + 0,207 X;

Satiglarin 100 T.L. artis1, kar1 (100)(0,207) = 20,7 T.L. arttiracaktir. Satig ya-
pilmadiginda isletmenin zarari (100) (-3,488) = - 348,8 - T.L. olacaktur.

D XY, -nXY

DX (XYY Y~ ()]
_ 6564 -12(55,5)(8)
J[42922-12(55,5)* ][1064 — 12(8)’]

= ﬂ =0,930

4/5959.296

satislar ve kar arasinda dogru yonlii kuvvetli iliski vardir.

) R* = =(0,93)° = 0,8649

D =) -ay =By XY,
= 1064 - (-3,488) (96) - (0,207) (6564) = 40,1
S Y
-1y

b) r=

veya
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2 =Ty =3 ¥ - n(¥)’
= 1064 - 12(8)> =296
R = _401
296

=1-0,135=0,865
Satiglar kardaki degismelerin % 86, 5'ini agiklamaktadir.

ORNEK 4: Asagida bir malmn iiretim miktarlar1 ile maliyetleri verilmistir.

Maliyet Uretim Miktar
(1=1000 TL)  (1=1000 Adet)
22 1
18 2
16 3
14 4
12 7
11 10
a) Y =a+pX;
b) Y =p+pBX, +:B2X;2
c) Y, =a+plogkX,
d) logY, =a+ pX,
e) logY =a+ floglk,
modellerini tahmin ederek, belirlilik katsayilarini hesaplayiniz.
Coziim:
X; Y, XY, X;? Y? X; X} Xy,
1 22 22 1 484 1 1 22
2 18 36 4 324 8 16 72
3 16 48 9 256 27 81 144
4 14 56 16 196 64 256 224
7 12 84 49 144 343 2401 588
10 11 110 100 121 1000 10000 1100
27 93 356 179 1525 1443 12755 2150
a) Y = a+ ﬁA’Xi
— X,
X= = 2 =45
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?:ZY" :%:15,5

n
5 D XY, —nXY
DX —n(X)?
356 6(4,5)(15,5)
179 - 6(4,5)°
=% 0s6
57,5
d=Y-px

= 15,5 - (-1,086)(4,5) = 20,387
Yi=20,387 - 1,086 X;

D= v -ay v-py Xy,

= 1525 - 20,387(93) — (1,086)(356) =15,625

D -YY =) 7 —n{y

=1525 - 6(15,5)? =83.5

2
R =1- Z—ei_
D> -1y
15,625
83,5

=1-0,187=0,813

R*=1-

b) Y, =B, +BX, + B X}
ZYi =nf, +/§IZX,. +ﬁZZXf
DXY =B X B X+ B X
DX =B X B X B X

—45/93=6p,+275, +1798,

356 =278, +1793, + 14433,
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—4185=-274, —121,53, —805,53,
356 =275, +1793, + 14433,

~62,5=0+57,55,+637,55,

~179/93 =68, + 27, +17943,
6/2150 =179, + 14433, + 127553,

—16647 = —10743, — 48333, — 320413,
12900 = 10743, + 86583, + 765303,

—3747 =0+38250, + 444894,

—3825/-62,5=57,55,+ 637,50,
57,5/-3747 = 38253, + 444893,

239062,5 = —219937,53, — 2438437,53,
—215452,5=219937,5/3, +2558117,5 3,

23610 =1196803,

~ 23610
pr= 119680
~62,5=57,55, +637,5(0,197)
. —62,5-125,5875

= e TR0 397
A 57,5

=0,197

93 =6 f3,+27(-3,271) + 179(0,197)

~ 93+88317-35,263
b= 6

Y, =24342-3217X,+0,197X;

=24,342
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Zeiz = ZYZ _ﬁOZYi _ﬁlinYi _ﬁZZXiZYi
=1525-24,342(93) — (-3,271)(356) — 0,197(2150)
=2,12

2
e.
R —1——Z —
D -7y
=1—£ =1-0,025=0,975
83,5

©) Y. =G+ plogX,
.Y Y(logX,)~nY (log X)
- Z:(logX)z—n(logX)2

logXi (logXi)? Yi(logXi)

0,00000 0,00000 0,00000
0,30103 0,09061 5,41854
0,47712 0,22764 7,63392
0,60205 0,36246 8,42870
0,84509 0,71418  10,14108
1,00000 1,00000  11,00000
3,22529 2,39489  42,62224

- log X,
(log X) = z _32252 _ 0,53754
n

| 42,62224-6(15,5)(0,53754)

p 2,39489 — 6(0,53754)°
_ 136898 1) 14503
0,66119

& =Y - Blog X)
= 15,5 — (-11,14503)(0,53754) = 21,49089
Yi = 21,49089 — 11,14503 logX;
D=1 =@ ¥v,- B Y(logX,)
= 1525 — 21,49089(93) — (-11,14503)(42,62224)
=1,37337



Basit Regresyon ve Korelasyon

451

RZ

X

D> -vy

=1-
83,5

=1-0,016=

1,37337

0,984

d) log X, =a + X,

D" X,(log¥;)—nX(logY)

D> X -n(X)
logYi (logYi)? Xi(logYi)
1,34242 1,80209 1,34242
1,25527 1,57570 2,51054
1,20412 1,44990 3,61236
1,14612 1,31360 4,58448
1,07918 1,16463 7,55426
1,04139 1,08449 10,41390
7,06850 8,39041 30,01796
log?;
(log¥) = 2 _ 206850 _ ;17508
n 6
5o 30,01796—6(4,5)(12,17808) L7902 o
179 - 6(4,5) 57,5
a=(logY)- ﬁ)_(

= 1,17808 - (-0,03113)(4,5) = 1,31816
logY;=1,31816 — 0,03113X;

> et = (log¥)* ~a log¥, - B> X, (log¥))

=8,39041 — 1,31816(7,06850) — (-0,03113)(30,01796)

=0,00745

> llog¥, —(log V)" = Y (log¥;)’ ~ n(log ¥)’

RZ

=8,39041-6(1,17808)*=0,06317

D _,_0,00745

=1-
Z[log

Y —(log?)  0,06317

=1-0,117=10,883
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e) log X, =10g0?+[§’10gXi

D (log X,)(log¥;) — n(log X)(log ¥)
- > (log X)* — n(log X)’

(logXi)(logYi)

0,00000
0,37787
0,57450
0,60002
0,91200
1,04139

3,59578

3,59578 — 6(0,53754)(1,17808)

P = 39489 — 6(0.53754)°
_ 2020381 50804
0,66119

logé = (logY) — B(log X)
=1,17808 - (-0,30824)(0,53754) = 1,34377
logYi = 1,34377 — 0,30824(logX;)

et = (log)* ~(logd) log¥, - B (log X,)(logY,)

= 8,39041 — 1,34377(7,06850) — (-0,30824)(3,59578)
=0,000335

R*=1- ze’z
D [log¥, —(log V)’

_0,000335
0,06317

=1-0,0053 =0,9947




